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ПЕРЕДМОВА 
 
Навчальний посібник містить осучаснений виклад теми з курсу вищої 

математики, присвяченої векторному аналізу, що є необхідною для подальшого 
вивчення спеціальних дисциплін та її застосування у технічних і прикладних 
задачах. Для кращого засвоєння теоретичного матеріалу у посібнику наведено 
значну кількість прикладів та систематизовано основні методи їх розв’язування. 

Для перевірки засвоєння матеріалу запропоновано перевірні тести, 
тренувальні вправи та задачі для самостійного розв’язування. Поданий матеріал 
є достатнім для засвоєння основних положень векторного аналізу. У посібнику 
враховано необхідність чіткого термінологічного визначення математичних 
понять; теоретичний матеріал супроводжується поясненнями, практичними 
прикладами, а також ілюстраціями, графіками та кресленнями. Добір прикладів 
і задач здійснено з урахуванням різного рівня складності та можливих підходів 
до їх розв’язування, що сприяє розвитку логічного мислення. 

Підґрунтям для підготовки посібника став багаторічний досвід авторів у 
викладанні математичних дисциплін в університетах України. 

Посібник адресовано викладачам і здобувачам технічних спеціальностей, 
а також усім, хто цікавиться застосуванням методів векторного аналізу при 
розв’язуванні прикладних задач. 
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Р о з д і л  2   

 
В Е К ТО РНИЙ  АН АЛ І З  

 
Глава 1 

 
СКАЛЯРНЕ ПОЛЕ 

 
1.1  Скалярне поле, основні поняття 

 
В и з н а ч е н н я .  Скалярним полем називається така область 

двовимірного чи тривимірного простору, у кожній точці якої задано скалярну 
функцію U = U(M). 

Приміром, скалярним полем є поле тиску та поле температур в атмосфері; 
поле густини маси пластини, яка виготовлена з неоднорідного матеріалу; поле 
густини заряду, який розподілений неперервно у деякій області. 

Розглянемо характеристики скалярних полів. 
 

1.2  Еквіпотенціальні лінії та поверхні 
 
Нехай в області  задане скалярне поле U = U(M). 
Множина тих точок області , в яких функція U(M) набуває одне й те ж 

значення с, являє собою деяку лінію, якщо  � область у двовимірному просторі 
або деяку поверхню, якщо   � область у тримірному просторі. 

В и з н а ч е н н я .  Еквіпотенціальною лінією або лінією рівня 
скалярного поля U = U(x; y) називається множина 
точок, в яких функція U(x; y) набуває одне і те ж 
значення. 

Так, у скалярному полі  U = y � x2  лінії рівня 
описуються рівнянням 

cxy 2   або  cxy 2 ,      (2.1) 

де с  R, яке визначає параболи (рис. 2.1). 
Оскільки с  R (с � множина дійсних чисел), 

то рівняння (2.1) задають безліч парабол. 
 Рисунок 2.1 

y 

x O 
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В и з н а ч е н н я .  Еквіпотенціальною поверхнею або поверхнею рівня 
скалярного поля U(x; y; z) називається множина точок, в яких функція U(x; y; z) 
набуває одне і те ж значення. 

Так, у скалярному полі zyxU 22  поверхні рівня описуються 
рівнянням 

czyx 22  або czyx 22 ,                 (2.2) 
де с  R, яке визначає параболоїди 
обертання (рис. 2.2). 

Рівняння (2.1) визначають безліч 
ліній рівня, а рівняння (2.2) визначають 
безліч поверхонь рівня, оскільки с  R. 
Якщо с надавати значення с, с + h; с + 2h, 
�;   
с + nh, де h � будь-яке число, то 
сукупність рівнянь с + kh = U(M), де  
k = 1; 2; �; n, � називається сім�єю 
ліній чи поверхонь рівня, а їхні 
графіки є геометричним зображенням 
скалярного поля. Геометричне 
зображення скалярного поля дозволяє 
дістати уявлення про швидкість, з 
якою змінюється скалярне поле, а 
саме, швидкість змінення скалярного 
поля більше там, де лінії чи поверхні 
рівня розміщені ближче одна до одної. 

 
 

Приклади до пунктів 1.1 та 1.2 
 

Приклад 2.1. Побудувати лінії рівня скалярного поля 
22);( yxyxU . 

Р о з в � я з а н н я  
Лінії рівня скалярного поля 22 yxU визначаються рівнянням 

cyx 22 , де с = const. 
Якщо c = 0, то маємо рівняння 

z 

x 

y O 

Рисунок 2.2 
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022 yx , 
яке визначає точку О(0; 0). 

Якщо c > 0, то маємо сім�ю концентричних 
кіл з радіусом c . 

Якщо c < 0, то рівняння cyx 22  не має 
геометричної інтерпретації. 

В і д п о в і д ь : рисунок до прикладу 2.1. 
 
Приклад 2.2. Побудувати лінії рівня скалярного поля 

94
);(

22 yxyxU . 

Р о з в � я з а н н я  
Рівняння ліній рівня: 

cyx
94

22

, де с = const. 

Якщо с = 0, то маємо точку О(0;0), якщо  
c > 0, то маємо сім�ю подібних еліпсів: 

1
94

22

c
y

c
x . 

Якщо c < 0, то рівняння не має 
геометричної інтерпретації. 

В і д п о в і д ь : рисунок до прикладу 2.2. 
 
Приклад 2.3. Побудувати 

лінії рівня скалярного поля 

94
);(

22 yxyxU . 

Р о з в � я з а н н я  
Рівняння ліній рівня: 

cyx
94

22

, де с = const. 

Якщо с = 0, то маємо пару 
прямих  

0
32
yx  та 0

32
yx , 

x 

y 

Рисунок до прикладу 2.2 

О

c3  

c2  

Рисунок до прикладу 2.1 
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y 
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c2  

x 

y 

O 

Рисунок до прикладу 2.3 

c3  
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або  xy
2
3  та xy

2
3 . 

Якщо c > 0, то маємо сім�ю гіпербол 

,1
94

22

c
y

c
x  

для яких вісь Ох є дійсною віссю. 
Якщо c < 0, то маємо сім�ю спряжених гіпербол, для яких вісь Оу є 

дійсною віссю. 
В і д п о в і д ь : рисунок до прикладу 2.3. 

 
Приклад 2.4. Побудувати поверхні 

рівня скалярного поля 

zyxzyxU
2516

);;(
22

. 

Р о з в � я з а н н я  
Рівняння поверхонь рівня: 

czyx
2516

22

,  

де с = const. 
За будь-яких значень  с  рівняння 

czyx
2516

22

 

визначає сім�ю параболоїдів. 
В і д п о в і д ь : рисунок до 

прикладу 2.4. 
 
 
Приклад 2.5. Побудувати поверхні 

рівня скалярного поля 

z
yxzyxU

22

);;( . 

Р о з в � я з а н н я  
Рівняння поверхонь рівня 

czyx 22 ,  
де с = const. 

y 

x 

O 

z 

Рисунок до прикладу 2.5

Рисунок до прикладу 2.4 

y 

x 

O 

z 
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За будь-якого значення 0c  маємо сім�ю параболоїдів обертання з 
вершиною у точці О(0; 0; 0). 

Якщо с = 0, то маємо вісь Оz. 
В і д п о в і д ь :  рисунок до прикладу 2.5. 
 

1.3 Похідна за напрямком 
 
Звернемось до теми «Функції кількох змінних». Як відомо, 

диференційовна функція U = U(x; y)  має частинні похідні першого порядку 

x
yxU );(  та 

y
yxU );( , а диференційовна функція U = U(x; y; z) має частинні 

похідні першого порядку 
x

zyxU );;( ,  
y

zyxU );;( ,  
z

zyxU );;( . 

Значення частинних похідних у точці М визначає швидкість, з якою 
змінюється функція у напрямку тієї осі, що відповідає змінній, за якою 
знаходилась похідна. 

При дослідженні функцій 
U = U(M) буває доцільним визначити 
швидкість, з якою змінюється дифе-
ренційовна функція U = U(M) у нап-
рямку заданого вектора. 

Нехай в області  диферен-
ційовною функцією U = U(M) задано 
скалярне поле. 

Візьмемо вектор   та точку М 
у області . З точки М проведемо 
промінь у напрямку, що заданий 
вектором   (рис. 2.3). 

На цьому проміні відкладемо 
точки М та М1 і побудуємо вектор 

1MM . Позначимо через   модуль вектора 1MM , тобто 1MM , а через  

U  приріст функції f(M) у точці M за напрямком вектора  , тобто 
)()()( 1 MUMUMU . 

Тоді відношення   



)()()( 1 MUMUMU                                        (2.3) 

М 

М1   

x 

z 

O y 

Рисунок 2.3
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визначає середню швидкість, з якою змінюється скалярне поле на відрізку 

1MM  за напрямком вектора   . 
В и з н а ч е н н я .  Якщо за умови, що 0 , існує скінченна 

границя відношення (2.3) приросту функції U = U(M)  у точці  М за напрямком 
вектора   до приросту   модуля вектора  , то ця границя називається 
похідною функції U = U(M) у точці М за напрямком   . 

При цьому використовується позначення 



)(lim)(
0

MUMU
l  

або
  

)(lim)(
0

MUMU .       (2.4) 

Похідна 


)(MU  визначає швидкість, з якою змінюється скалярне поле у 

точці М у напрямку вектора   . 

Модуль похідної 


)(MU  визначає величину швидкості, з якою 

змінюється скалярне поле, а знак похідної визначає, як саме змінюється 

скалярне поле, тобто якщо 0)(


MU , то функція U(M)  зростає у точці М, а 

якщо 0)(


MU , то функція спадає у точці М. 

 

Теорема. Якщо скалярне поле визначене диференційовною функцією  
U = U(M), то яким би не був ненульовий вектор  , існує похідна функції  U(M)  

за напрямком  вектора   , яка визначається за формулою 

cos)(cos)(cos)()(
z
MU

y
MU

x
MUMU


, 

де cos,cos,cos   � напрямні косинуси вектора  . 
Д о в е д е н н я  
Нехай маємо точки M(x; y; z), );;(1 zzyyxxM  та вектор 

};;{1 zyxMM  .  
Тоді  

);;();;()( zyxUzzyyxxUMU , 222 )()()(|| zyx . 

Оскільки функція U = U(M) є диференційовною, а )(MU  � повний 
приріст, то за визначенням повного приросту диференційовної функції маємо 

);;()()()()( zyxz
z
MUy

y
MUx

x
MUMU ,        (2.5) 

9
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де );;( zyx   �  величина, яка є нескінченно малою більш високого порядку 

ніж  ||  , коли 0||  . 
Звідси виходить, що 



z
z
MUy

y
MUx

x
MUMU )()()()(    (2.6) 

та 

 

z
z
MUy

y
MUx

x
MUMU

0000
lim)(lim)(lim)()(lim .         (2.7) 

Оскільки };;{ zyx , то напрямні косинуси вектора   є  такими: 



zyx cos,cos,cos , а оскільки вектори   та    співнапрямлені, 

то їхні напрямні косинуси збігаються. Тоді, якщо 0 , то це означає, що 
точка М1 по прямій ММ1 наближається до точки М;  , як модуль вектора  , 
зменшується, але напрямні косинуси вектора l  залишаються незмінними,  
тобто  

coslim,coslim,coslim
000  

zyx . 

Зважаючи на це отримаємо таку формулу 

cos)(cos)(cos)()(
z
MU

y
MU

x
MUMU


.             (2.8) 

Якщо скалярне поле є плоским, тобто U = U(x; y), то 

cos)(cos)()(
y
MU

x
MUMU


.            (2.9) 

У формулі (2.9)  �  це кут, який вектор   утворює з додатним 

напрямком осі Oх, а  � з віссю Oy. Оскільки 
2

, то 
2

, а 

2
coscos , або sincos . Зважаючи на це, формулу (2.9) можна 

подати у вигляді 

sin)(cos)()(
y
MU

x
MU

l
MU .                           (2.10) 

Якщо вектор   замінити на протилежний йому вектор, то знак похідної 

l
MU )(   зміниться на протилежний. 

10
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Дійсно, якщо cos,cos,cos  � напрямні косинуси вектора  , то 

напрямні косинуси вектора )(   є такими: )cos();cos();cos( . Тоді  
cos)cos(;cos)cos(;cos)cos( , що і приводить до 

зміни знака похідної 
l
MU )( . 

При цьому швидкість, з якою змінюється скалярне поле у точці М, не 
змінюється, але зростання функції U(M) у точці М переходить у спадання, а 
спадання переходить у зростання. 

 
Приклади до пункту 1.3 

 
Приклад 2.6. Знайти похідну скалярного поля 

xzzyyxMU 222 234)(  

у напрямку вектора }4;0;3{  та обчислити її значення у точці М0(�1; 2; 3). 
Р о з в � я з а н н я  
Похідну скалярного поля у заданому напрямку знаходимо за формулою (2.8): 

cos)(cos)(cos)()(
z
MU

y
MU

x
MU

l
MU . 

Знаходимо напрямні косинуси вектора    

525169||},4;0;3{  ; 

5
3cos ;    0cos ;     

5
4cos . 

Знаходимо частинні похідні функції  U(x; y; z) та обчислюємо їхнє 
значення у точці М0: 

21816)28()(

3
2
1

20

z
y
xzxy

x
MU ; 

32364)64()(

3
2
1

20

z
y
x

yzx
y
MU ; 

241212)43()(

3
2
1

20

z
y
xzxy

z
MU . 

Тоді  4,20)
5
4(24032

5
32)( 0



MU . 

В і д п о в і д ь : 20,4. 

11
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Приклад 2.7. Знайти похідну скалярного поля 
222)( zyxMU  

у напрямку вектора 21MM  та обчислити її значення у точці М1, якщо задані 
точки М1(3; 3; 3); М2(�1; �1; �1). 

Р о з в � я з а н н я  
Знаходимо вектор 21MM : 

}4;4;4{21MM . 

Знаходимо напрямні косинуси вектора 21MM : 

4821MM , 

3
1

48
4cos ; 

3
1cos ; 

3
1cos . 

Знаходимо частинні похідні функції U(M)  та обчислюємо їхнє значення у 
точці М1: 

222

)(
zyx

x
x
MU ; 

222

)(
zyx

y
y
MU ; 

222

)(
zyx

z
z
MU ; 

3
1

27
3)( 1

x
MU ; 

3
1)( 1

y
MU ; 

3
1)( 1

z
MU ; 

Тоді                        1
3

1
3

1
3

1
3

1
3

1
3

1)( 1



MU . 

В і д п о в і д ь : 1. 
 
Приклад 2.8. Знайти похідну скалярного поля U(M)  у точці М0 (2; 4), що 

належить параболі 2xy , за напрямком цієї параболи. 
Р о з в � я з а н н я  
Напрямком параболи 2xy  у точці М0 (2; 4) вважається напрямок 

дотичної до параболи у точці М0 у сторону зростання абсциси. 
Припустимо, що дотична до параболи у точці М0 (2; 4) утворює з 

додатним напрямком осі Ох кут  . Маємо 

422tg;2
2x

yxy . 

Через tg  можна знайти напрямні косинуси дотичної 

2tg1
1tg ; 

161
1cos2 ; 

17
1cos2 ; 

17
1cos ; 

12
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2cos1sincos ; 
17
4

17
16

17
11cos . 

Знаходимо частинні похідні скалярного поля. 

Так як         x
x
MU 2)( ; y

y
MU 2)( , 

то      

422)( 0

x
MU ; 842)( 0

y
MU . 

Тоді      

17
36

17
48

17
14)( 0



MU . 

В і д п о в і д ь : 
17

36 . 

 
Приклад 2.9. Задані скалярне поле 332 24)( zzyxMU , точка  

М0 (5; 1; �1) та вектор }2;1;1{ . 

Знайти похідну скалярного поля )(MU  у напрямку вектора   та 
обчислити її у точці М0. 

З�ясувати, з якою швидкістю змінюється скалярне поле )(MU  у точці М0 

у напрямку вектора   . 
Як саме змінюється функція  )(MU  у точці М0: зростає чи спадає? 
Р о з в � я з а н н я  
Знаходимо напрямні косинуси вектора   : 

6||},2;1;1{  ; 

6
1cos ;   

6
1cos ;   

6
2cos . 

Знаходимо частинні похідні скалярного поля  )(MU . 

38)( xy
x
MU ;   2212)( yx

y
MU ;   22)( 2z

z
MU . 

Обчислюємо знайдені частинні похідні у точці М0 (5; 1; �1). 

40)( 0

x
MU ;   300)( 0

y
MU ;    0)( 0

z
MU . 

Тоді                       

6
260

6
20

6
1300

6
140)( 0



MU . 

13
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Отже, швидкість, з якою змінюється функція )(MU  у точці М0 у 

напрямку вектора    дорівнює 

6
260)( 0



MU
V . 

Оскільки 0)( 0


MU , то це означає, що функція )(MU  у точці М0 спадає. 

В і д п о в і д ь :  
6

260 ; спадає. 

 
1.4 Градієнт скалярного поля 

 
Скалярне поле задане диференційовною функцією U = U(M) в області . 
В и з н а ч е н н я .  Градієнтом скалярного поля U = U(M) у точці М 

називається вектор )(grad MU , координатами якого є частинні похідні функції 
U(M)  у точці М, тобто 

z
MU

y
MU

x
MUMU )(;)(;)()(grad .    (2.11) 

Теорема 1. Похідна функції U(M) за напрямком вектора   у точці М 

дорівнює скалярному добутку градієнта функції U(M) у точці М на орт 0  

вектора  . 
Д о в е д е н н я  
Будемо виходити з формули (2.8). Праву частину цієї формули можна 

розглядати як скалярний добуток векторів  )(grad MU  та  0 , де 

z
MU

y
MU

x
MUMU )(;)(;)()(grad , 

}cos;cos;{cos0 , звідки і виходить, що  

0)(grad)(



MUMU .               (2.12) 

Теорема 2. Похідна функції U(M) за напрямком вектора   дорівнює 

проекції градієнта функції U(M) на напрямок вектора  , тобто 

)(gradпр)( MUMU


. 

Д о в е д е н н я  
Будемо виходити з формули (2.12) 

14
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cos)(grad)(grad)(
00 


MUMUMU , 

де 0  � орт вектора  , a   � кут між векторами  )(grad MU  та  0 . 
Тоді 

cos)(grad)( MUMU


,              (2.13) 

оскільки  1|| 0 . 

Звідси 

)(gradпр)( MUMU


.                                   (2.14) 

Теорема 3. Градієнт скалярного поля U = U(M) у точці М0 та нормаль до 
поверхні рівня, яка проходить через точку М0 є колінеарні. 

Д о в е д е н н я  
Розглянемо похідну функції U(M) у точці М0 за напрямком вектора  , 

який колінеарний з нормаллю n . Рівняння поверхні рівня має вигляд  
U(x; y; z) = c. Рівняння прямої, що проходить через точку M0(x0; y0; z0) та є 
нормаллю, має вигляд 

z
zyxU

zz

y
zyxU

yy

x
zyxU

xx
);;();;();;( 000

0

000

0

000

0 , 

а вектор 
z

zyxU
y

zyxU
x

zyxUMn );;(;);;(;);;()( 000000000
0  є напрямним 

вектором нормалі. 
Виходить, що вектор )(grad 0MU  та вектор нормалі )( 0Mn  є 

колінеарними. 
 
ЗАУВАЖЕННЯ. Якщо скалярне поле )(MU  є плоским, тобто U = U(x; y), 

то градієнт цього скалярного поля є колінеарним з нормалю до лінії рівня, яка 
проходить через точку M0(x0; y0). 

 
Н а с л і д о к .  1) Похідна функції  U(x; y; z) у точці М0 за напрямком 

вектора  , який є паралельним дотичній площині до поверхні рівня U(x; y; z) = c  
з точкою дотику М0, дорівнює нулю. 

2) Похідна функції U(x; y) у точці М0 за напрямком вектора  , який є 
паралельним дотичній до лінії рівня U(x; y) = c з точкою дотику М0, дорівнює 
нулю. 

15
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Теорема 4. Скалярне поле U = U(М) у точці М з найбільшою швидкістю 
змінюється у напрямку градієнта функції у цій точці. 

Д о в е д е н н я  
Виходимо з формули (2.13) 

cos)(grad)( MUMU


. 

Якщо  = 0, то це означає, що вектор )(grad MU  напрямлений по нормалі у 

сторону її зростання, а похідна 


)(MU  при цьому набуває найбільшого значення.  

Отже, якщо вектор   співнапрямлений з вектором )(grad MU , то скалярне поле  
U = U(М) у напрямку градієнта U(М) зростає з найбільшою швидкістю. 

Якщо  = 180 , то це означає, що вектор )(grad MU  напрямлений по 

нормалі у сторону її спадання, а похідна 


)(MU  при цьому набуває 

найменшого значення. Отже, якщо вектор   та вектор )(grad MU  протилежно 
напрямлені, то скалярне поле U = U(М) у напрямку градієнта U(М) спадає з 
найбільшою швидкістю. 

Аналізуючи розглянуті теореми, можна сформулювати ще одне 
визначення градієнта. 

В и з н а ч е н н я .  Градієнтом скалярного поля U = U(М) у точці М 
називається вектор )(grad MU , який напрямлений по нормалі до поверхні рівня 
у сторону зростання скалярного поля та такий, що його модуль дорівнює 
найбільшому значенню похідної за напрямком у точці М. 

 
1.5  Властивості  градієнта скалярного поля 

 
1. Якщо задані скалярні поля U1 = U1(М) та U2 = U2(М), то  справедливою 

є формула 
),(grad)(grad)()(grad 2121 MUMUMUMU  

де U1(М)  та U2(М)  � диференційовні функції. 
Д о в е д е н н я  

)()(grad 21 MUMU
 

z
MUMU

y
MUMU

x
MUMU )()(;)()(;)()( 212121
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;)()( 21

x
MU

x
MU

z
MU

z
MU

y
MU

y
MU ))()(;)()( 2121

 

z
MU

y
MU

x
MU

z
MU

y
MU

x
MU )(;)(;)()(;)(;)( 222111

 
).(grad)(grad 21 MUMU  

Отже, 
).(grad)(grad)()(grad 2121 MUMUMUMU                 (2.15) 

2. Якщо диференційовною функцією визначено скалярне поле U = U(М), 
а k � будь-яка стала, то справедливою є формула 

).(grad)((grad MUkMkU  
Д о в е д е н н я  

)(grad MkU
z
MkU

y
MUk

x
MkU )(;)(;)(  

).(grad)(;)(;)()(;)(;)( MUk
z
MU

y
MU

x
MUk

z
MUk

y
MUk

x
MUk  

Отже, 
).(grad)(grad MUkMkU                                               (2.16) 

3. Якщо диференційними функціями задані скалярні поля U1 = U1(М) та 
U2 = U2(М), то справедливою  є формула 

).(grad)()(grad)()()(grad 211221 MUMUMUMUMUMU  
Д о в е д е н н я  

;)()()()(grad 21
21 x

MUMUMUMU
z

MUMU
y

MUMU )()(;)()( 2121  

;)()()()(;)()()()( 2
1

1
2

2
1

1
2 y

MUMU
y
MUMU

x
MUMU

x
MUMU  

z
MUMU

z
MUMU ))()()()( 2

1
1

2
 

z
MU

y
MU

x
MUMU

z
MU

y
MU

x
MUMU )(;)(;)()()(;)(;)()( 222

1
111

2  

).(grad)()(grad)( 2112 MUMUMUMU  
Отже, 

).(grad)()(grad)()()(grad 211221 MUMUMUMUMUMU       (2.17) 
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4. Якщо диференційними функціями задані скалярні поля U1 = U1(М) та 
U2 = U2(М), то  справедливою є формула 

)(grad)()(grad)(
)(

1
)(
)(grad 21122

22

1 MUMUMUMU
MUMU

MU . 

Д о в е д е н н я  

.
)(
)(;

)(
)(;

)(
)(

)(
)(grad

2

1

2

1

2

1

2

1

MU
MU

zMU
MU

yMU
MU

xMU
MU

 

;
)(

)()()()(

2
2

2
1

1
2

MU
x
MUMU

x
MUMU

;
)(

)()()()(

2
2

2
1

1
2

MU
y
MUMU

y
MUMU

 

)(

)()()()(
2
2

2
1

1
2

MU
z
MUMU

z
MUMU

 

z
MU

y
MU

x
MUMU

MU
)(;)(;)()(

)(
1 111

22
2

z
MU

y
MU

x
MUMU

MU
)(;)(;)()(

)(
1 222

12
2

 

.)(grad)()(grad)(
)(

1
21122

2

MUMUMUMU
MU

 

Отже, 

)(grad)()(grad)(
)(

1
)(
)(grad 21122

22

1 MUMUMUMU
MUMU

MU .       (2.18) 

 
5. Якщо скалярне поле U задане складною функцією )(Mf , де U = f(V) 

та V = (M)  � диференційовні функції, то справедливою є формула 
).(grad)()(grad MVfMf  

Д о в е д е н н я  

;)(;)()(grad
y
Mf

x
MfMf

z
Mf )(  

z
MVf

y
MVf

x
MVf )()(;)()(;)()(
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).(grad)()(;)(;)()( MVf
z
M

y
M

x
MVf  

Отже, 
).(grad)()(grad MVfMf                               (2.19) 

 
 

Приклади до пунктів 1.4 та 1.5 
 
Приклад 2.10. Знайти градієнт скалярного поля xezyxMU )()( 32  та 

знайти )(grad 0MU , якщо задано точку М0(0; 4; �1). 
Р о з в � я з а н н я  
Для знаходження градієнта скалярного поля будемо користуватися 

формулою (2.11), а саме: 

z
MU

y
MU

x
MUMU )(;)(;)()(grad . 

Знаходимо частинні похідні скалярного поля U(M): 

)()( 32 zyxee
x
MU xx ; xye

y
MU 2)( ; xez

z
MU 23)( . 

Обчислюємо значення частинних похідних у точці М0(0; 4; �1): 

161161)( 0

x
MU ; 8)( 0

y
MU ; 3)( 0

z
MU . 

Отже, xxx ezyezyxeMU 232 3;2);1()(grad ; 3;8;16)(grad 0MU . 

В і д п о в і д ь :  xxx ezyezyxeMU 232 3;2);1()(grad ,  

3;8;16)(grad 0MU . 
 
Приклад 2.11. Задане скалярне поле 

222)( zyxMU  

та точки М1(�1; 0; 1), М2(1; 2; �1). Знайти кут між  )(grad 1MU   та  )(grad 2MU . 
Р о з в � я з а н н я  
Знаходимо частинні похідні скалярного поля  )(MU : 

x
x
MU 2)( ; y

y
MU 2)( ; z

z
MU 2)( . 

Знаходимо )(grad 1MU  та )(grad 2MU . 
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2)( 1

x
MU ; 0)( 1

y
MU ; 2)( 1

z
MU ; 

2)( 2

x
MU ; 4)( 2

y
MU ; 2)( 2

z
MU ; 

Виходить 
}2;0;2{)(grad 1MU , }2;4;2{)(grad 2MU . 

Тоді косинус кута між градієнтами  скалярного поля дорівнює 

577,0
192

8
416444

)2(24022cos , 

де 125 . 

В і д п о в і д ь : 125 . 
 
Приклад 2.12. Задані скалярні поля 

422 )()( zyxMU  та 
zy
zxMV )(  

і точка М0(1; �1; 2). Знайти кут між  )(grad 0MU  та )(grad 0MV . 
Р о з в � я з а н н я  
Знаходимо )(grad MU   та )(grad 0MU : 

42)( xz
x
MU ; 42)( yz

y
MU ; 322 )(4)( zyx

z
MU ; 

32)( 0

x
MU ; 32)( 0

y
MU ; 0)( 0

z
MU ; 

}0;32;32{)(grad 0MU ; 

zyx
MV 1)( ; 2)(

)(
zy
zx

y
MV ; 

zy
xy

z
MV )( ; 

1)( 0

x
MV ; 3)( 0

y
MV ; 2)( 0

z
MV ; 

}2;3;1{)(grad 0MV . 
Знаходимо косинус кута між градієнтами скалярних полів: 

,378,0
28672
64

4913232
)2(0)3(32132cos

22
 

де 112 . 

В і д п о в і д ь : 112 . 
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Приклад 2.13. Задане скалярне поле 

y
zzyxMU 3)( . 

Знайти напрямок, в якому функція змінюється з найбільшою швидкістю. 
Р о з в � я з а н н я  
Оскільки скалярне поле змінюється з найбільшою швидкістю у напрямку 

градієнта скалярного поля, то знаходимо ).(grad MU  

yxx
MU

2
1)( ; 22

1)(
y
z

yxy
MU ; 

y
z

z
MU 13)( 2 ; 

y
z

y
z

yxyx
MU 13;

2
1;

2
1)(grad 2

2 . 

В і д п о в і д ь : 
y

z
y
z

yxyx
13;

2
1;

2
1 2

2 . 

 
Приклад 2.14. Задане скалярне поле 

xyzzyxMU 32 45)(  
та точка М0(1; 3; �1). Знайти максимальну швидкість, з якою може змінюватись 
функція U(M)  у точці М0. 

Р о з в � я з а н н я  
Оскільки максимальна швидкість, з якою змінюється функція U(M) у 

точці М0, дорівнює модулю градієнта, то знаходимо )(grad MU , )(grad 0MU , 

)(grad 0MU . 

yzx
x
MU 10)( ; xzzy

y
MU 212)( ; xyy

z
MU 34)( , 

Тоді    xyyxzzyyzxMU 32 4;12;10)(grad ; 

105;10;7)(grad 0MU ; 7,10511174)105(107)(grad 222
0MU . 

Отже, максимальна швидкість 7,105V . 
В і д п о в і д ь : 7,105 . 
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Г л а в а  2  

 
ВЕКТОРНЕ ПОЛЕ 

 
2.1 Векторне поле, основні поняття 

 
В и з н а ч е н н я .  Векторним полем називається така область 

двовимірного чи тривимірного простору, у кожній точці якої задано векторну 
функцію )();();()( MRMQMPMF . 

Так, векторним полем є поле точкового заряду q, тому що кожній точці 

простору ставиться у відповідність вектор напруги r
r
qE 2 , який дорівнює 

силі взаємодії точкового заряду q з одиничним зарядом у заданій точці M(r). 

Векторним полем є поле магнітної напруги 
L

dl
R

RLH 3 , яке 

утворюється струмом, що проходить по прямолінійному провіднику, на кожній 
точці контура L, яка не належить провіднику. 

 
 

2.2 Векторні лінії 
 
Для геометричної характеристики векторних полів використовуються так 

звані векторні лінії. 
В и з н а ч е н н я .  Векторною лінією векторного поля )(MF  

називається така крива, дотична до якої у будь-якій точці М має той самий 
напрямок, що і вектор )(MF . 

Якщо векторне поле є силовим полем, то векторні лінії називаються 
силовими лініями, а у векторному полі швидкостей руху рідини векторні лінії 
називаються лініями струменів. 

Векторні лінії дають певні фізичні характеристики векторних полів. 
Так, у  магнітному векторному полі векторні лінії � це лінії, які виходять з 

північного полюса та закінчуються у південному полюсі. 
У векторному полі, яке утворено точковим зарядом, векторними лініями 

будуть промені, які виходять із точки, в якій розміщено заряд. 
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Векторні лінії характеризують напрямок векторного поля у кожній точці 
векторного поля (рис. 2.4). 

Ознайомимось з математичним 
описом векторних ліній. Нехай задане 
векторне поле 

)();();()( MRMQMPMF , 
де функції )();();( MRMQMP  диферен-
ційовні, а їхні частинні похідні першого 
порядку є обмеженими функціями. 

Припустимо, що векторна лінія 
описується рівнянням у параметричній 
формі 

).(
);(
);(

tzz
tyy
txx

 

Виходячи з визначення векторної лінії, можна стверджувати, що 
координати вектора )(MF  пропорційні координатам напрямного вектора 
дотичної, тобто 

,
)(

)(
)(

)(
)(

)(
MR
tz

MQ
ty

MP
tx  

Отже, справедливими є і такі рівняння 

.
)()()( MR

dz
MQ

dy
MP

dx  

Ці рівняння являють собою систему диференціальних рівнянь, методи 
розв язування якої будуть розглянуті далі. 

 
Приклади до пункту 2.2 

 
Приклад 2.15. Знайти векторні лінії векторного поля 

};;{)( xxzyMF . 
Р о з в � я з а н н я  
Векторні лінії векторного  поля визначаються системою диференціальних 

рівнянь, а саме, 

)()()( MR
dz

MQ
dy

MP
dx . 

)(MF  

)(MF  

М 

М 

Рисунок 2.4 
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У даному випадку 
zyMP )( , xMQ )( , xMR )( . 

Отже, маємо 

x
dz

x
dy

zy
dx , 

звідки виходить таке 

.

;

x
dz

x
dy

x
dy

zy
dx

 

Розв�яжемо цю систему рівнянь. З другого рівняння системи виходить 
dzdy , 

звідки  czy , де с = const. 
Тоді перше рівняння системи можна подати у вигляді 

dyzyxdx )( , 
zdyydyxdx  

або, оскільки dzdy , у вигляді 
0zdzydyxdx . 

Проінтегруємо останню рівність: 

0zdzydyxdx . 

Тоді       1
222 )(

2
1 czyx ,   с1 > 0 

чи то        2222 czyx ,  
де с = const. 

Виходить, що векторними лініями заданого векторного поля є лінії 
перетину сфер 2222 czyx  з площинами czy , тобто лінії, що 
визначаються системою рівнянь 

.~
;2222

czy
czyx , 

де .~, Rcc  
В і д п о в і д ь :  

.~
;2222

czy
czyx , де .~, Rcc  

24



 138 

Приклад 2.16. Знайти векторні 
лінії магнітного поля, яке утворене 
нескінченним провідником електричного 
струму. 

Р о з в � я з а н н я  
Нехай провідник   розміщений на 

осі Oz (див. рис.). Електричний струм 
також протікає по осі Oz. 

Позначимо через H  вектор напруги 
утворюваного магнітного поля, коли 
через провідник ℓ  протікає електричний 
струм };0;0{ kII , а через };;{ zyxr  
позначимо радіус-вектор будь-якої точки 
M(x; y; z), що знаходиться на відстані  
від осі Oz. 

Як відомо з курсу фізики, 
справедливою є така залежність 

)(2
2 rIH . 

Звідси маємо 

)0(2002
22 kjxIiyI

zyx
I
kji

H kkk , 

тобто 0;2;2
22
xyH . 

Векторні лінії такого векторного поля описуються системою рівнянь 

022
22

dz
x

dy
y

dx

   

або  
0
dz

x
dy

y
dx . 

Визначимо форму векторних ліній. 

Якщо  
x

dy
y

dx , то ydyxdx , звідки 

ydyxdx ,  1
22

2
1

2
1 cyx ,  

де Rc1   або 

x 

y O 

z 

M 

r  
 

ℓ 

Рисунок до прикладу 2.16 
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222 cyx ,  

де .Rc  

Якщо  
0
dz

x
dy , то dz = 0, 0dz , z = c~ ,  

де c~  = const. 
Таким чином, векторні лінії магнітного поля являють собою 

концентричні кола 222 cyx , які лежать у площинах z = c, тобто  

,~
;222

cz
cyx

 
Rсс ~,де . 

В і д п о в і д ь : 

.~
;222

cz
cyx  

 
2.3 Потік векторного поля 

 
В и з н а ч е н н я .  Потоком векторного поля )(MF  через певну 

сторону двосторонньої поверхні Т називається поверхневий інтеграл другого 
роду через визначену сторону поверхні Т від векторної функції  )(MF , тобто 

T

dsMF )( .               (2.20) 

Якщо векторне поле являє собою поле швидкостей )(MV  нестисливої 

рідини, то потік векторного поля  )(MV  через поверхню Т визначає кількість 
рідини,  яка протікає через поверхню Т за одиницю часу (див. розд. 2 п. 2.2). 

Властивості потока векторного поля П обумовлені властивостями 
поверхневих інтегралів другого роду.  

 
Властивості потоку векторного поля 

 
1. Л і н і й н і с т ь .  Якщо )(1 MF  та )(2 MF  векторні поля, а k1 та k2 � 

будь-які сталі, то потік П векторного поля )()( 1211 MFkMFk  через 
орієнтовану поверхню Т   визначається формулою 
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TTT

dsMFdsMFkdsMFkMFk )()()()( 2112211 ,    
       

 (2.21) 

тобто  2211 kk , де П1 та П2 � потоки векторних полів )(1 MF  та )(2 MF   
через поверхню Т. 

2. А д и т и в н і с т ь . Якщо орієнтована поверхня Т складається зі 

скінченої кількості неперервних поверхонь T1, T2, �, Tn, тобто 
n

k
kTT

1
, то 

потік векторного поля )(MF  через поверхню Т дорівнює сумі потоків через 

поверхні   Тk (k = 1; 2; �; n), тобто   
n

k
k

1

.          (2.22) 

3. З а л е ж н і с т ь  п о т о к у  в і д  о р і є н т о в а н о с т і  
п о в е р х н і . Якщо поверхні Т+ та Т� відповідно додатно та від ємно 
орієнтовані сторони поверхні Т, то потік векторного поля )(MF  через 

поверхню Т+ та потік векторного поля )(MF  через поверхню Т� є 

протилежними за знаком, тобто 

TT

dsMFdsMF )()( .    
                                        

 (2.23) 

Нехай Т замкнена поверхня, а )(MF  �  векторне поле. Потік векторного 

поля )(MF  через  зовнішню сторону поверхні Т являє собою потік векторного 

поля )(MF   зсередини поверхні Т, при цьому використовується позначення 

П =       dsMF )( . 
 

 
Приклади до пункту 2.3 

 
Приклад 2.17. Обчислити потік векторного поля }2;21;2{)( zyxMF  

через зовнішню сторону тієї частини параболоїда yzx 2122 , де 0y , що 
знаходиться у першому октанті. 

Р о з в � я з а н н я  
Потік П векторного поля )(MF  через поверхню Т знаходимо за 

допомогою поверхневого інтеграла другого роду за формулою (2.20), а саме: 

T 
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T

dsMF )( . 

Задане векторне поле є таким 
}2;21;2{)( zyxMF . 

Рівняння yzx 2122  визначає параболоїд обертання з вершиною у 

точці )0;
2
1;0(B , віссю якого є вісь Oy. Задана поверхня Т являє собою зовніш-

ню частину поверхні Т, яка знаходиться у першому октанті (див. рис. 1). 
Для обчислення потоку П маємо 

обчислити поверхневий інтеграл  

T

dsMF )( . 

Будемо обчислювати поверхневий 
інтеграл методом проектування на одну 
площину. Виходячи з особливостей 
поверхні, проектування поверхні Т зручно 
провести на площину  xOz. 

Знаходимо вектор нормалі n  до 
поверхні Т. Це можна зробити так само, як ми робили у першому розділі за 
допомогою певних формул, але після введення поняття градієнта скалярного 
поля вектор нормалі можна знаходити і в інший спосіб. 

Поверхня параболоїда є еквіпотенціальною поверхнею скалярного поля 
12)( 22 zyxMU , тобто .12 22 czyx  

Градієнтом цього векторного поля є вектор 
zxMU 2;2;2)(grad . 

Як відомо, градієнт скалярного поля у кожній точці на поверхні рівня 
збігається з напрямком вектора нормалі до поверхні рівня у цій точці. 

Оскільки вектор нормалі може бути проведений з однієї точки і до 
зовнішньої і до внутрішньої сторін поверхні, то вектор нормалі знаходиться за 
формулою 

z
MU

y
MU

x
MUMUn )(;)(;)()(grad , 

а одиничний вектор нормалі знаходиться за формулою 

z 

x 

y 

O O 

B 

Рисунок 1 до прикладу 2.17 

n  
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.
)()()(

)(;)(;)(1

)(grad
)(grad

222

z
MU

y
MU

x
MU

z
MU

y
MU

x
MU

MU
MUn  

Подвійний знак « » перед координатами нормалі дозволяє обрати 
потрібну сторону поверхні за тими самими правилами, що і раніше. 

Отже, у заданому випадку 

2222220
12

2;
12

2;
12

2
zx

z
zxzx

xn  

або 

2222220
1

;
1

1;
1 zx

z
zxzx

xn . 

З двох можливих знаків « » залишився знак плюс тому, що вектор 
нормалі до поверхні з додатним напрямом осі Оу утворює гострий кут і тоді 
друга координата вектора 0n   є додатною. 

Спроектуємо поверхню Т на площину xOz. У перерізі отримаємо частину 
круга 

,0
;2122

y
yzx  

що знаходиться у першій чверті, тобто 122 zx , де 0,0 zx  (див. рис. 2). 

TT

dsnMFdsMF 0)()(  

ds
zx

zz
zx

y
zx

xx
T

222222 1
2

1

1)21(
1

2 . 

Поверхневий інтеграл по поверхні Т 
переводимо у подвійний інтеграл по області 

D. Для цього підставимо 
cos
dxdzds , тобто  

dxdzzx

zx

dxdzds 22

22

1

1
1

 

та 

x 

z 

O 

x2 + y2 =1 

D 

Рисунок 2 до прикладу 2.17
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)1(
2
1 22 zxy . 

DD

dxdzzxdxdzzx
zx

zzxx )(31
1

2112 2222
22

2222
. 

Виходячи з форми області D, доцільно перейти до полярних координат. 
Рівняння кола, що обмежує область D: 1. Підінтегральний вираз у 

полярних координатах: 222 3)(3 zx , оскільки cosx , sinz . 
Отже, маємо: 

8
3

4
133

1

0

4
2

0

1

0

2
2

0

dd . 

В і д п о в і д ь : 
8

3 . 

 
Приклад 2.18. Обчислити потік векторного поля };;{)( xyzxyMF  через 

частину площини  01zyx , розміщеної у першому октанті у напрямку 
нормалі, яка з додатним напрямком осі Oz утворює гострий кут. 

Р о з в � я з а н н я  

T

dsMF )( . 

Будемо знаходити поверхневий інтег-
рал методом проектування на три площини. 

Знаходимо вектор нормалі n , для 
чого вводимо скалярне поле 

1)( zyxMU . 
Знаходимо 

1;1;1)(grad MU . 
Тоді модуль градієнта є таким 

3)(grad MU . 

Враховуючи, що 

1;1;1n , 
3

1;
3

1;
3

1
0n ,  

маємо 

dsxyzxydsMF
TT

3
1

3
1

3
1)( . 

x 

y О 

А 

В 
Т 

z 

C 
n  

Рисунок до прикладу 2.18 
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При проектуванні поверхні Т на три площини виходить: 

dxdyxdxdzyzdydzxy
yxzDzxyDzyxD

3
3

13
3

13
3

1

111 321

 

 
або 

2 31

)()( 22

D DD

xdxdydxdzzzxzdydzyyzy , 

де  ;1 yOzD   ;2 xOzD   xOyD3 . 
Область D1 збігається з трикутником ВОС; область D2 збігається з 

трикутником АОС; область D3 збігається з трикутником АОВ. 
Рівняння прямої ВС: 01zy ; рівняння прямої АС: 01zx ; 

рівняння прямої АВ: 01yx . 
Тоді маємо: 

AOBAOCBOC

xdxdydxdzzzxzdydzyyzy )()( 22 . 

dyyzyzzydzyyzydyI

yy 1

0

0

1

22
1

0

2
0

1
1 2

1)(  

0

1

22323 )2(
2
1 dyyyyyyyy

0

1

23
0

1

22323

2
1

2
1

2
1

2
1 dyyyydyyyyyyyy  

24
1

4
1

3
1

8
1)10(

4
1)10(

3
1)10(

8
1

4
1

3
1

8
1 0

1

234 yyy . 

dzxzxzdxzxzdzI
zz 1

0

1

0

2
1

0

1

0
2 )1(

2
1)1(  

1

0

32
1

0

22 )2(
2
1)1()1(

2
1 dzzzzdzzzzz = 

24
1

4
1

3
2

2
1

2
1

4
1

3
2

2
1

2
1 1

0

432 zzz . 
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1

0

0

1

1

0

0

1

1

0
3 )1(0 dxxxdxxydyxdxI

xx

 

1

0

1

0

232

6
1

2
1

3
1

2
1

3
1)( xxdxxx . 

Отже, 
6
1

6
1

24
1

24
1 . 

В і д п о в і д ь : 
6
1 . 

 
Приклад 2.19. Знайти потік векторного поля }65;3;75{)( zyxMF  

через зовнішню сторону поверхні Т піраміди, утвореної координатними 
площинами та площиною 222 zyx . 

Р о з в � я з а н н я  

T

dsMF )( . 

Поверхня Т � це поверхня піраміди і 
вона складається з чотирьох поверхонь.  

Поверхня Т1 � це трикутник АВС, який 
лежить на площині   222 zyx . 

Поверхня Т2 � це трикутник АОВ, який 
лежить на площині  z = 0. 

Поверхня Т3 � це трикутник АОВ, який 
лежить на площині y = 0. 

Поверхня Т4 � це трикутник ВОС, який лежить на площині x = 0 (див. рис. 1). 
Тоді 

4321

)()()()(
TTTT

dsMFdsMFdsMFdsMF . 

Знаходимо вектор нормалі 1n  до поверхні Т1. 

222)( zyxMU , 1;2;2)(grad MU , 3144)(grad MU . 

}1;2;2{1n , 
3
1;

3
2;

3
2

01n . 

x 

y 
О

В 

С z 

1n  
4n  

2n  

3n  

Рисунок 1 до прикладу 2.19 
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З двох можливих знаків для нормалі 1n  обираємо знак плюс, оскільки 

нормаль 1n  з додатним напрямком осі Oz утворює  гострий кут, а третя 
координата цієї нормалі є додатною. 

dszyxdsnMFI
TT 11

)65(232)75(
3
1)( 01 . 

 
Поверхневі інтеграли будемо розв�язу-

вати методом проектування на одну площину. 
Спроектуємо поверхню Т1 на площину 

хОу в область D1, яка являє собою трикутник 
АОС. Рівняння прямої АВ � це лінія перетину 
площини 222 zyx  з площиною z = 0, 
тобто пряма АВ описується рівнянням х + у = 1  
(див. риc. 2.19). 

 

3
1)65(232)75(

3
1

222

1

1

dxdyzyxI

yxzD

= 

AOB

AOB

dxdyyxyx

dxdyyxyx

121212561410

)222(6561410

 

dxdyyxdxdyyx
x

AOB

1

0

1

0

)3182(3182  

1

0

2

1

0

1

0

2 )1(3)1(9)1(2392 dxxxxxdxyyxy

x

 

1

0

2332
1

0

22 )1(
2
3)1(3

3
2)1(3)1(922 xxxxdxxxxx  

6
25

2
33

3
1)10(

2
3)10(3

3
21 . 

Знаходимо вектор нормалі  2n  до поверхні Т2. 

zMU )( ,   1;0;0)(grad MU ; 

y 

А x 

x + y = 1 B 

O 

D1 

Рисунок 2 до прикладу 2.19 
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1;0;02n ;  1;0;002n . 
З двох можливих знаків для нормалі обираємо знак мінус, оскільки 

вектор нормалі 2n  та вісь Oz протилежно напрямлені, тому третя  координата 
вектора нормалі має бути від�ємною. 

2
511

2
1555)1()65(

0

2

2

AOB
AOBzD

SdxdydxdyzI . 

Знаходимо вектор нормалі  3n  до поверхні Т3. 

yMU )( ;  0;1;0)(grad MU ; 

0;1;03n ;  0;1;003n . 
З двох можливих знаків для нормалі обираємо знак мінус, оскільки 

вектор нормалі 3n  та вісь Оу протилежно напрямлені, тому друга координата 
вектора нормалі має бути від�ємною. 

0)3(

0

3

3

dxdyyI

yD

. 

Знаходимо вектор нормалі 4n  до поверхні Т4. 

xMU )( ;     0;0;1)(grad MU ; 

0;0;14n ;    0;0;104n . 
З двох можливих знаків для нормалі обираємо знак мінус, оскільки 

вектор нормалі 4n  та вісь Ох протилежно напрямлені. З цієї причини перша 
координата вектора нормалі має бути від�ємною. 

521
2
1555)75)(1(

0

4

4

BOC
BOCxD

SdydzdydzxI . 

Отже, 

3
1050

2
5

6
25

4321 IIII . 

В і д п о в і д ь :  
3

10 . 
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Приклад 2.20. Знайти потік вектора };;{)( zyxMF  через зовнішню 

сторону повної поверхні Т прямого кругового циліндра 2522 yx , висота 
якого Н = 16, радіус основи R = 5, віссю циліндра є вісь  Oz. 

Р о з в � я з а н н я  
Поверхня Т складається з трьох 

поверхонь:  
Т1 � бічна поверхня циліндра, задана 

рівнянням  2522 yx ; 
Т2 � нижня основа циліндра, яка лежить 

на площині z = 0  та являє собою поле круга 

,0
;2522

z
yx  

Т3 �верхня основа циліндра, яка лежить 
на площині z = 16  та являє собою поле круга  

,16
;2522

z
yx    (див. рис. 1). 

Тоді 

321

)()()(
TTT

dsMFdsMFdsMF . 

Поверхневі інтеграли будемо обчислювати методом проектування на одну 
площину. 

Поверхня Т1 на площину хОу 
проектується не в область, а в лінію, яка являє 
собою коло 2522 yx . Це означає, що 
обчислити поверхневий інтеграл по поверхні Т1 
проектуванням на площину хОу неможливо. У 
зв�язку з цим виконаємо проектування на 
площину yOz. 

При цьому у одну і ту саму область D1 на 
площину yOz проектується і та частина бічної 
поверхні, де x > 0 і та частина поверхні, де  x < 
0. У зв�язку з цим бічну поверхню Т1 циліндра 

доведеться поділити на дві поверхні: Т11, де  0x  та Т12, де  x < 0. 
Знаходимо вектор нормалі  11n  до поверхні Т11. 

D1 

y 

z 

-5 5 0 

16 

Рисунок 2 до прикладу 2.20 

3n  

2n  

11n  

12n  

x 

y 

z 

Рисунок 1 до прикладу 2.20 

O 
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2522 yx , x > 0; 25)( 22 yxMU , 

0;2;2)(grad yxMU ;  ;10252244)(grad 2222 yxyxMU  

0;;211 yxn , 0;
5

;
5

)( 011
yxn . 

З двох можливих знаків обрали знак плюс, щоб перша координата 
вектора нормалі була додатною. 

1111

)(
5
1)()( 22

01111
TT

dsyxdsnMFI  

40016555525
5
1

11

1111

T
TT

Sdsds , 

як «половина» бічної поверхні циліндра. 
Знаходимо вектор нормалі 12n  до поверхні Т12, де x < 0 

2522 yx ,  x < 0;  25)( 22 yxMU , 

0;2;2)(grad yxMU , ,10252244)(grad 2222 yxyxMU  

0;;12 yxn ;  0;;)( 012 yxn . 

З двох можливих знаків обрали знак плюс, щоб перша координата 
вектора нормалі була від�ємною, оскільки х за умовою менше за нуль. 

1212

)(
5
1)()( 22

01212
TT

dsyxdsnMFI  

40016555525
5
1

12

1212

T
TT

Sdsds . 

Тоді 80012111 III . 

Знаходимо вектор нормалі 2n  до поверхні Т2. 

z = 0, zMU )( , 1;0;0)(grad MU ;  

1;0;02n , 12n , 1;0;020n . 

З двох можливих знаків обрали мінус, щоб третя координата була 
від�ємною. Тоді 

212

)()( 202
TT

dszdsnMFI . 

Спроектуємо поверхню Т2 на площину хОу у область D2, яка являє собою 
поле круга 2522 yx . 
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0

0

2

2

dxdyzI

zD

. 

Знаходимо вектор нормалі 3n  до поверхні Т3. 

z = 16, 16)( zMU , 1;0;0)(grad MU ;  

1;0;03n ;  13n , 1;0;030n . 

З двох можливих знаків обираємо плюс, оскільки третя координата має 
бути додатною. 

3

33

16

16

3 D

zDT

SdxdyzzdsI 4002516 . 

Отже, 12004000800321 III . 
 
ЗАУВАЖЕННЯ. Якщо звернути увагу на те, що задане векторне поле  

};;{)( zyxMF  збігається з радіус-вектором };;{)( kzjyixMr , то потік можна 
знайти значно простіше. 

dsnMrI
T1

101 ()( , 

де 10n  � одиничний вектор нормалі до бічної поверхні Т1. Маємо 

5)(пр)(
1010 MrnMr n , оскільки проекція будь-якого радіус-вектора точки на 

бічній поверхні на одиничний вектор нормалі 10n , який є паралельний площині 
хОу, дорівнює радіусу основи. 

Виходить 

80016525555
1

11

1 T
TT

SdsdsI . 

Для поверхні Т2, як було показано раніше, 1;0;020n . Тому 

dsnMrI
T2

202 ()( . 

Радіус-вектор будь-якої точки на нижній основі і вектор 20n  
перпендикулярні, тому їхній скалярний добуток дорівнює нулю. 

Отже, 02I . 

Для поверхні Т3, як було показано раніше, 1;0;030n . 
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dsnMrI
T3

303 ()( . 

Для будь-якої точки на верхній основі 
16)(пр)(

3030 HMrnMr n . 

Тоді 

4002516161616
3

33

3 T
TT

SdsdsI . 

Отже, 12004000800321 III . 
 
ЗАУВАЖЕННЯ. Потік К через замкнену поверхню виявився додатним числом. 

Це означає, що всередині замкненої поверхні Т потужність джерел перебільшує 
потужність стоків. 

 
В і д п о в і д ь :  1200 . 
 
 

2.4 Особливі точки векторного поля 
 
Векторне поле )(MF  вважається неперервним у точці М0 векторним полем, 

якщо 0)( 0MF  та є неперервною векторна функція )();();()( MRMQMPMF , 

а значить, якщо є неперервними функції )();();( MRMQMP . 

Точка М0 називається особливою точкою векторного поля )(MF , якщо 

не виконується хоч би одна з умов неперервності векторного поля. 
Розглянемо векторні поля, зображені на рис. 2.5. 
 

           а)         б)    в) 
 

Рисунок 2.5 

A B 

C 
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Завдання векторного поля передбачає, що за допомогою векторної 
функції )(MF  у кожній точці М є заданий напрямок векторного поля. У точці 

А (рис. 2.5, а) визначити напрямок векторного поля )(MF  неможливо, тому що 

з  цієї точки виходить більше ніж одна векторна лінія. Значить, точка А є 
особливою точкою векторного поля. Аналогічно, у точці В (рис. 2.5, б) також не 
можна визначити напрямок векторного поля, оскільки у цю точку приходить 
більше ніж одна  векторна лінія. Точка В є особливою точкою векторного поля. 
Нарешті, точка С (рис. 2.5, в) також є особливою, оскільки у цій точці 
неможливо визначити напрямок векторного поля у зв язку з тим, що через цю 
точку не проходить жодної векторної лінії. 

У точках типу точки А виникають векторні лінії. Такі точки називаються 
джерелами векторного поля. 

У точках типу точки В зникають векторні лінії. Такі точки називаються 
стоками векторного поля. 

Точки типу С характеризуються тим, що навколо таких точок виникають 
вихори або ротор векторного поля. Такі точки називаються вихровими точками. 

 
2.5 Дивергенція векторного поля 

 
Нехай  )(MV  � поле швидкостей течії рідини, а Т � замкнена поверхня. 

Знайдемо потік П векторного поля  )(MV   через поверхню Т. 
Якщо П > 0, то  це означає, що зсередини поверхні Т витікає рідини 

більш, ніж втікає усередину поверхні зовні. Це означає, що усередині поверхні 
Т є точки, звані джерелами, які виділяють рідину. 

Якщо П < 0, то це означає, що зовні через поверхню Т втікає рідини 
більш, ніж витікає зсередини. Це означає, що усередині поверхні Т є точки, 
звані стоками, які поглинають рідину. 

Якщо П = 0, то це означає, що джерела та стоки врівноважують одне 
одного або взагалі відсутні. 

Аналогічні твердження поширюються і на будь-які інші векторні поля. 
Наявність джерел та стоків у векторному полі, а також їхня потужність є 

важливими характеристиками векторних полів. 
Джерела та стоки бувають ізольовані та скупчені. 
Для дослідження наявності джерела або стока у певній точці доцільно 

побудувати замкнену поверхню, приміром � сферу, навколо досліджуваної 
точки та обчислити потік через цю замкнену поверхню. Якщо джерела та стоки 
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не ізольовані, а скупчені, то усередині замкненої поверхні окрім досліджуваної 
точки може бути безліч інших точок, в яких знаходяться джерела та стоки, що 
заважає дослідженню джерела або стока, які знаходяться у заданій  точці. У 
такому випадку розглядають границю відношення потоку через замкнену 
поверхню Т, що обмежує точку М, до об�єму V тіла , яке обмежене  
поверхнею Т за умови, що тіло  стягується у точку М. 

В и з н а ч е н н я .  Дивергенцією або розбіжністю векторного поля 
)(MF  у точці М називається границя відношення потока вектора )(MF  через 

замкнену поверхню Т, що обмежує точку М до об�єму V тіла, обмеженого 
замкненою поверхнею Т за умови, що діаметр dT поверхні Т прямує до нуля. 
При цьому  використовується позначення  

 

V
dsMFMF

Td

)(lim)(div .   
                                              

(2.24) 

Дивергенція векторного поля )(MF  є скалярною величиною. 

Дивергенція  )(MF  визначає потужність джерела або стоку, який розміщений 

у точці М. Якщо 0)(div MF , то у точці М розміщено джерело, а якщо 

0)(div MF , то у точці М розміщено сток векторного поля. Якщо 

0)(div MF , то у точці М ані джерела, ані стоків немає. 

Теорема. Якщо векторна функція )();();()( MRMQMPMF  є 
диференційовною функцією, а частинні похідні першого порядку 

z
MR

y
MQ

x
MP )(;)(;)(  є неперервними функціями, то у точці М існує 

дивергенція векторного поля )(MF , що знаходиться за формулою 

z
MR

y
MQ

x
MPMF )()()()(div . 

Д о в е д е н н я  
Користуючись формулою Остроградського-Гаусса, подамо потік вектора 
)(MF  у вигляді 

dsMRMQMPdsMF cos)(cos)(cos)()(  
 

,)()()( dxdydz
z
MR

y
MQ

x
MP  

T 

TT 
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де Т � замкнена поверхня, усередині якої знаходиться точка М, а  � тіло, 
обмежене поверхнею Т. 

Застосовуючи до потрійного інтеграла теорему про середнє значення, 
отримаємо 

,)()()( V
z
CR

y
CQ

x
CP  

де С � деяка точка усередині поверхні Т, а V � об�єм тіла , обмеженого 
замкненою поверхнею Т. Тоді 

;

)()()(

lim)(div
0т V

V
z
СR

y
СQ

x
СP

MF
d

 

.)()()(lim)(div
0т z

СR
y
СQ

x
СPMF

d
 

Якщо поверхня Т починає стягуватись у точку, то точки С та М 
збігаються. Остаточно маємо 

.)()()()(div
z
MR

y
MQ

x
MPMF                           (2.25) 

Користуючись формулою для визначення дивергенції векторного поля 
можемо надати векторну формуліровку теореми Остроградського-Гаусса. 

Теорема. Потік векторного поля )(MF  зсередини замкненої поверхні Т 

дорівнює потрійному інтегралу по об єму тіла , що обмежене поверхнею Т, 
від дивергенції векторного поля )(MF , тобто 

dVMFdsMF )(div)( .      
                                        

 (2.26) 

 
 

2.6 Властивості дивергенції векторного поля 
 
1. Якщо диференційовними векторними функціями визначені векторні 

поля )(1 MF  та )(2 MF , то справедливою є формула 

).)(div)(div)()(div 2121 MFMFMFMF  
Д о в е д е н н я  
Якщо 

,)();();()(,)();();()( 22221111 MRMQMPMFMRMQMPMF  

T 
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то 
.)()();()();()()()( 21212121 MRMRMQMQMPMPMFMF  

Тоді 

.)(div)(div

)()()()()()(

)()()()()()(

)()()()()()(

)()(div

21

222111

212121

212121

21

MFMF

z
MR

y
MQ

x
MP

z
MR

y
MQ

x
MP

z
MR

z
MR

y
MQ

y
MQ

x
MP

x
MP

MRMR
z

MQMQ
y

MPMP
x

MFMF

 

Отже, 
.)(div)(div)()(div 2121 MFMFMFMF                       (2.27) 

2. Якщо диференційовною векторною функцією визначене векторне поле 
)(MF , а k  � будь-яка стала, то  справедливою є формула 

.)(div)(div MFkMFk  
Д о в е д е н н я  
Якщо ,)();();()( MRMQMPMF  то .)();();()( MkRMkQMkPMFk  
Тоді 

.)(div)()()()()()(

)()()()(div

MFk
z
MR

y
MQ

x
MPk

z
MRk

y
MQk

x
MPk

z
MkR

y
MkQ

x
MkPMFk

 

Отже, 
.)(div)(div MFkMFk                                                    (2.28) 

3. Якщо задані скалярне поле диференційовною функцією U = U(M) та 
векторне поле диференційовною функцією ,)();();()( MRMQMPMF  то 
справедливою є формула 

).(grad)()(div)()()(div MUMFMFMUMFMU  
Д о в е д е н н я  
Якщо  

,)();();()( MRMQMPMF  

то     .)()();()();()()()( MRMUMQMUMPMUMFMU  
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Тоді  

.)()()()()()(

)()()()(

)()()()()()(

)()()()()()(

)()()()()()()()(div

z
MUMR

y
MUMQ

x
MUMP

z
MR

y
MQ

x
MPMU

z
MUMU

z
MUMR

y
MQMU

y
MUMQ

x
MPMU

x
MUMP

z
MRMU

y
MQMU

x
MPMUMFMU

 

Оскільки ,)();();()( MRMQMPMF  а  

z
MU

y
MU

x
MUMU )(;)(;)()(grad , 

то 

).(grad)()()()()()()( MUMF
z
MUMR

y
MUMQ

x
MUMP  

Отже, 
).(grad)()(div)()()(div MUMFMFMUMFMU            (2.29) 

 
Приклади до пунктів 2.5 та 2.6 

 
Приклад 2.21. Знайти дивергенцію векторного поля };;{)( zyxMF . 
Р о з в � я з а н н я  
Дивергенцію векторного поля знаходимо за формулою (2.25), а саме, 

z
MR

y
MQ

x
MPMF )()()()(div . 

У даному випадку 
zMRyMQxMP )(;)(;)( . 

Тоді 

1)(;1)(;1)(
z
MR

y
MQ

x
MP . 111)(div MF , 3)(div MF . 

В і д п о в і д ь : 3. 
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Приклад 2.22. Знайти дивергенцію векторного поля rcMF )( , де r  � 
радіус-вектор точки М(х; y; z), а с = const. 

Р о з в � я з а н н я  
}.;;{)( czcycxMF  czMRcyMQcxMP )(;)(;)( . 

c
z
MRc

y
MQc

x
MP )(;)(;)( . cMF 3)(div . 

В і д п о в і д ь : 3 c. 
 
Приклад 2.23. Знайти дивергенцію векторного поля  };;{)( 32 zyxMF   

та обчислити її значення у точці М0(�2; 4; 5). 
Р о з в � я з а н н я  
Так як  32 )(;)(;)( zMRyMQxMP ,  то 

23)(;2)(;1)( z
z
MRy

y
MQ

x
MP . 

Тому                                 2321)(div zyMF . 

7581)(div 0MF , 84)(div 0MF . 
В і д п о в і д ь : 84. 
 
Приклад 2.24. Задане скалярне поле 233232)( yzxzyxzxyMU . 

Знайти  )(graddiv MU  та обчислити її значення у точці М0(�1; 1; 0). 
Р о з в � я з а н н я  
Так як 

;32)(grad 22332 yzxzxyzyMU  yzxyxzxyzxzyxxyz 3322223323 23;32 , 

то            )26()62()62()(graddiv 322323 yxzxyyzxxzxyzzyMU . 

2)(graddiv 0MU . 
В і д п о в і д ь :  �2. 
 
Приклад 2.25. Магнітне поле, утворене електричним струмом силою І, 

що протікає по нескінченному провіднику, визначається формулою 

2222 ;2);(
yx

y
yx

xIyxH . 

Знайти  )(div x;yH . 
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Р о з в � я з а н н я  

Так як  2222
2)(;2)(

yx
IyMQ

yx
IxMP , то 

22

22

22

222

222)(
yx
xyI

yx
xyxI

x
MP ; 22

22

22

222

222)(
yx
xyI

yx
xyxI

y
MQ . 

Тоді            22

22

22

22

22

22

422)(div
xy
xyI

xy
xyI

xy
xyIx;yH . 

В і д п о в і д ь : 22

22

4
xy
xyI . 

 
Приклад 2.26. Знайти потік векторного поля }65;3;75{)( zyxMF  

через зовнішню сторону поверхні Т піраміди, утвореної координатними 
площинами та площиною 222 zyx , за 
допомогою теореми Остроградського-
Гаусса. 

Р о з в � я з а н н я  
Скористуємось формулою (2.26), а 

саме 

dVMFdsMF )(div)( . 

Так як }65;3;75{)( zyxMF , то 

10637)(div MF . 
Тоді 

3
10211

6
10||||||

2
1

3
11010)10( пір OCOBAOVdV . 

В і д п о в і д ь : 
3

10 . 

 
ЗАУВАЖЕННЯ. Порівняйте розв�язки прикладів 2.19 та 2.26. 
 
 
Приклад 2.27. Знайти потік векторного поля };;{)( zyxMF  через 

зовнішню сторону повної поверхні Т прямого кругового циліндра 2522 yx , 
висота якого Н = 16, радіус основи R = 5, віссю циліндра є вісь Оz. 

 

x 

y 
А 

В 

С z 

O 

Рисунок до прикладу 2.26

T 
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Р о з в � я з а н н я  
Оскільки поверхня Т є замкненою, то 

доцільно користуватись теоремою Остро-
градського-Гаусса. 

Так як };;{)( zyxMF , то 

3111)(div MF . 
Тоді 

.12001625333 цилVdV  

В і д п о в і д ь : 1200 . 
 
ЗАУВАЖЕННЯ. Порівняйте розв�язки прикладів 2.20 та 2.27. 
 
 

2.7 Циркуляція векторного поля 
 
В и з н а ч е н н я .  Циркуляцією векторного поля )(MF  по 

замкненому контуру Г називається криволінійний інтеграл другого роду від 
неперервної векторної функції )(MF  по замкненому контуру Г. При цьому 

використовується позначення 
Ц =     dlMF )( .     (2.30) 

 
З ясуємо фізичний зміст векторного поля. 
Нехай векторне поле }0;0;{)( 0VMVo  � це векторне поле швидкостей, що 

задає поступальний рух твердого тіла у додатному напрямку осі Ох. У такому 
векторному полі відсутній обертальний рух. Векторні лінії цього векторного 
поля паралельні осі Ох. 

Знайдемо циркуляцію векторного поля )(MVo  уздовж будь-якого 
замкненого контура Г (рис. 2.6). 

Ц =     
BDAAEB

dlMVdlMVdlMV )()()( 000 .    (2.30) 

 

Г 

Г 

x 

y 

z 

Рисунок  до прикладу 2.27 
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Рисунок 2.6 
 
Оскільки 

,)( 00 dxVodzodydxVdlMVo  
то  

Ц =     00 VdxV     
BDAAEB

dxdxVdx 0 000

b

a

b

aADBAEB

dxdxVdxdxV . 

Отже, Ц = 0. 
Розглянемо ще одне векторне поле, а саме, векторне поле лінійних 

швидкостей };{)( xyMV , де  � 
кутова швидкість тіла. Таке векторне поле 
описує обертальний рух твердого тіла 
навколо осі Oz. Векторні лінії цього 
векторного поля являють собою концент-
ричні кола, які розміщені у площинах, 
паралельних площині xOy (рис. 2.7).  

Знайдемо циркуляцію означеного 
векторного поля по будь-якому 
замкненому контуру Г (рис. 2.8), який 
обмежує  вихрову точку О  та лежить у 
площині xOy, що є перпендикулярною до 
осі обертання. 

y 

O a b x 

A 

B 

D 

E 

Рисунок 2.7 

x 

y 

O 

Г Г 
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Тоді 

Ц =     xdyydxxdydxydlMF )()( . 

До криволінійного інтеграла по замкненому контуру Г застосуємо 
теорему Стокса, зважаючи на те, 
що нормаль до області D, 
обмеженої контуром Г 
напрямлена у сторону зростання 
осі Ох, тобто }1;0;0{0n . 

ds
y
y

x
x

xdyydx

D

)()(
 

або 

D
D

D

Sdxdydydx 222Ц , 

де SD  � площа області  D. 
Отже, 02Ц DS .  
Якщо припустити, що контур Г лежить у площині, яка не паралельна 

площині xOy, та утворює з нею деякий кут 
2

, то тоді 0cos2Ц DS . 

Аналізуючи розглянуті приклади, доходимо висновку, що циркуляція 
векторного поля характеризує його обертальну властивість. 

Векторне поле, таким чином, має обертальну властивість на замкненому 
контурі Г, якщо цей контур обмежує вихрову точку. Як виходить з останнього 
прикладу, величина циркуляції залежить від площі області, обмеженої 
замкненим контуром Г. Тому було б доцільно контур Г стягнути у точку, що 
збігається з вихровою точкою, для того, щоб знайти циркуляцію у точці, але у 
такому разі не можна обчислити криволінійний інтеграл. 

У зв язку з цим для характеристики вихрової точки, в якій народжуються 
вихори векторного поля, розглядають не саму циркуляцію по замкненому 
контуру, який цю точку обмежує, а густину циркуляції у вихровій точці. 

 
 

 

x 

y 

O

Г 

D 

Рисунок 2.8
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Приклади до пункту 2.7 
 
Приклад 2.28. Обчислити циркуляцію векторного поля 

};2;{)( 2 yzxMF  уздовж лінії перетину площини 022 zyx  та 

циліндричної поверхні 1
916

22 yx  за умови, що обхід контура відбувається у 

додатному напрямку відносно нормалі }1;2;1{n   до заданої площини. 
Р о з в � я з а н н я  
Складаємо рівняння лінії перетину: 

.1
916

;022
22 yx

zyx
 

Для зручності рівняння еліпса запишемо у параметричній формі: 

,sin3
;cos4

;022

ty
tx
zyx

 

де .]2;0[t  
Звідси виходить: 

,2sin6cos4
;sin3
;cos4

ttz
ty
tx

 
де ]2;0[t . 

За формулою (2.30) маємо 
Ц =     dlMF )(     ydzdyzxdx 22  

 
2

0

2 )cossin4(sin3cos3)2sin6cos4(2)sin4(cos4 dttyttttttt  

2

0

2

0

2

0

2
2

0

22 )2cos1(4212cos7121sin12cos96 dttdttdttt  

10884242sin
2
14224

2

0
tt . 

В і д п о в і д ь : �108 . 
 

Г Г 
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x 

y 

А 

С D 

В 

O 2 4 

Рисунок до прикладу 2.29 

Приклад 2.29. Знайти циркуляцію 
векторного поля };2;{)( 2 yzxMF  по 
контуру прямокутника, утвореного прямими 

6,3,4,2 yyxx  за умови,  що обхід 
контура відбувається у додатному напрямку. 

Р о з в � я з а н н я  
Контур інтегрування 

Г = АВ  ВС  СD  DА. 
Тоді 

dlMFdlMFdlMFdlMF
DACDBCAB

)()()()(Ц . 

Знаходимо криволінійні інтеграли другого роду, з яких складається 
циркуляція. 

ABAB

dyydxxdlMFI )13()4()(1 . 

Оскільки рівняння прямої  АВ є у = 3, то dy = 0. Тоді 

14)3664(
2
1)4(

2
1)4(

4

2

2
4

2
1 xdxxI .  

.)13()4()(2 dyydxxdlMFI
BCBC

 

 

Оскільки рівняння прямої ВC є  x = 4, то dx = 0. Тоді 

6
225)64289(

6
1)13(

6
1)13(

6

3

2
6

3
2 ydyyI . 

.)13()4()(3 dyydxxdlMFI
CDCD

 

Оскільки рівняння прямої  CD є y  = 6, то dy = 0. Тоді 

14)6436(
2
1)4(

2
1)4(

2

4

2
2

4
3 xdxxI . 

.)13()4()(4 dyydxxdlMFI
DADA
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Оскільки рівняння прямої  DA є x  = 2, то dx = 0. Тоді 

6
225)28964(

6
1)13(

6
1)13(

6

3

2
3

6
4 ydyyI . 

Остаточно маємо 

.0
6

22514
6

22514Ц  

Ц = 0. 
В і д п о в і д ь :  0. 

 
Приклад 2.30. Знайти циркуляцію 

векторного поля }65;3;75{)( zyxMF  
по контуру трикутника, що утворюється при 
перетині площини 0222 zyx  з 
координатними площинами. Напрямок 
обходу контура додатний. 

 
Р о з в � я з а н н я  
Контур Г = АВ   ВС  СА. 

Ц =     
CABCAB

dlMFdlMFdlMFdlMF )()()()( . 

Знаходимо інтеграли, з яких складається циркуляція: 

ABAB

dzzydydxxdlMFI )65(3)75()(1 . 

Рівняння прямої  АВ: х +  у = 1, на прямій АВ  dz = 0. Тоді 
0

1

1

0
1 3)75(3)75( ydydxxydydxxI

AB

 

0
2
3

2
3)01(

2
3)425(

14
1

2
3)75(

2
1

7
1

1

0

2
0

1

2 yx . 

BCBC

dzzydydxxdlMFI )65(3)75()(2 . 

Рівняння прямої  ВС: 2у + z � 2= 1, на прямій  ВС  dх = 0. Тоді 

Г 

x 

y 
А (1; 0; 0) 

В (0; 1; 0) 

С (0; 0; 2) z 

O 

Рисунок  до прикладу 2.30
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2

0

0

1
2 )65(3)65(3 dzzydydzzydyI

BC

 

2
72

2
3)2549(

12
1)10(

2
3)65(

2
1

6
1

2
3

2

0

2
0

1

2 zy . 

CACA

dzzydydxxdlMFI )65(3)75()(3 . 

Рівняння прямої  СА: 2x + z � 2= 0, на прямій  СА  dу = 0. Тоді 
1

0

0

2
3 )65()75( dzzdxxI  

2
72

2
3)4925(

12
1)254(

14
1)65(

2
1

6
1)75(

2
1

7
1

0

2

2
0

1

2 zx . 

Остаточно маємо: 0
2
7

2
70Ц ; Ц = 0. 

В і д п о в і д ь : Ц = 0. 
 

Приклад 2.31. Знайти циркуляцію векторного поля xxyMF ;3;
3

)(  

уздовж контура Г, якщо 

,1sin2cos2
;sin2
;cos2

:
ttz

ty
tx

 
де ]2;0[t . 

Р о з в � я з а н н я  

Ц =     dlMF )(      xdzxdyydx 3
3
1 . 

 
Оскільки dttdydttdx cos2;sin2 ; dtttdz )cos2sin2( ,  

то 

dttttttttЦ
2

0

)cos2sin2(cos2cos2cos23)sin2(sin2
3
1  

dtttttt
2

0

222 cos4cossin4cos12sin
3
4  

Г Г 
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dtttt
2

0

22 2sin2cos16sin
3
4  

2

0

2

0

2sin2)2cos1(
2
116)2cos1(

2
1

3
4 tdtdttt  

3
522sin

3
11

3
262cos2cos

3
22

3
26 2

0

2

0

2

0

2

0

tttdtt  

Отже, 
3

52Ц . 

В і д п о в і д ь :  
3

52 . 

 
2.8 Ротор векторного поля 

 
Нехай )();();()( MRMQMPMF  � задане  векторне поле; Т � деяка 

поверхня у цьому векторному полі; Г � замкнений контур, що обмежує 
поверхню Т та обходиться у додатному напрямку. На поверхні Т візьмемо точку 
М, проведемо через неї дотичну площину до поверхні Т та побудуємо у цій 
точці нормаль )(Mn  напрямлену так, щоб з кінця цієї нормалі рух по 
замкненому контуру Г спостерігався як рух проти годинникової стрілки. Такий 
напрямок нормалі називається додатним. 

З точки М проведемо ще один вектор, проекція якого на напрямок 

нормалі )(Mn  визначається границею.
S

dlMF
Td

)(lim
0

. 

В и з н а ч е н н я .  Ротором або вихором векторного поля )(MF  
називається  такий вектор, проекція якого на напрямок одиничного вектора 
нормалі )(0 Mn  до поверхні Т, обмеженої замкненим контуром Г, дорівнює 

границі відношення циркуляції векторного поля )(MF  по замкненому контуру 
Г до площі поверхні Т, якщо контур Г стягується у точку. При цьому 
використовується позначення 

)(rotпр)(lim )(0 0
MF

S
dlMF

MndT

.            (2.31) 

Як виходить з визначення, вектор )(rot MF  показує напрямок, в якому від-

бувається обертання векторного поля )(MF , коли контур Г стягується у точку. 

Г

Г
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Величина )(rotпр )(0
MFMn  дорівнює поверхневій густині циркуляції 

векторного поля у точці М. Найбільшого значення густина циркуляції досягає у 
випадку, коли напрямок вектора )(rot MF  збігається з напрямком нормалі 

)(0 Mn  до поверхні. 

Вектор )(rot MF  векторного поля )(MF  утворює нове векторне поле. 

Його векторні лінії називаються вихровими лініями векторного поля )(MF . 
 

Теорема. Якщо векторна функція )();();()( MRMQMPMF  є 
диференційовною функцією, а частинні похідні першого порядку 

y
MR

x
MR

z
MQ

x
MQ

z
MP

y
MP )(,)(,)(,)(,)(,)(  є неперервними функціями, то 

у точці М існує ротор векторного поля )(MF , який визначається формулою 

y
MP

x
MQ

x
MR

z
MP

z
MQ

y
MRMF )()(;)()(;)()()(rot . 

Д о в е д е н н я  
Користуючись формулою Стокса, подамо циркуляцію векторного поля 

)(MF  у вигляді 

Ц =     cos)()()()()(
T

z
MQ

y
MRdzMRdyMQdxMP  

,cos)()(cos)()( ds
y
MP

x
MQ

x
MR

z
MP  

де Т � поверхня, обмежена замкненим контуром Г. 
Застосовуючи до поверхневого інтеграла теорему  про середнє значення, 

отримаємо 

,cos)()(cos)()(cos)()(Ц S
y
CP

x
CQ

x
CR

z
CP

z
CQ

y
CR  

де С � деяка точка на поверхні Т, а S  � площа поверхні Т. 
Тоді 

;
cos)()(cos)()(cos)()(

lim

)(rotпр

0

)(0

S

S
y
CP

x
CQ

x
CR

z
CP

z
CQ

y
CR

MF

Td

Mn

 
 

Г 
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.cos)()(cos)()(cos)()(lim

)(rotпр

0

)(0

y
CP

x
CQ

x
CR

z
CP

z
CQ

y
CR

MF

Td

Mn

 

 

Якщо поверхня Т стягується у точку, то точки С та М також збігаються. 
Отже, 

.cos)()(cos)()(cos)()(

)(rotпр )(0

y
MP

x
MQ

x
MR

z
MP

z
MQ

y
MR

MFMn

(2.32) 

Як  виходить з формули (2.32) проекція вектора )(rot MF  на напрямок 

одиничного вектора нормалі )(0 Mn  дорівнює сумі добутків однойменних 

координат двох векторів, одним з яких є вектор }cos;cos;{cos)(0 Mn , а 
другим вектором є вектор 

.)()(;)()(;)()()(rot
y
MP

x
MQ

x
MR

z
MP

z
MQ

y
MRMF        (2.33) 

Запишемо формулу (2.33) у вигляді 

k
y
MP

x
MQj

x
MR

z
MPi

z
MQ

y
MRMF )()()()()()()(rot .  (2.34) 

Розглянемо тепер символічний визначник 

)()()( MRMQMP
zyx

kji

            (2.35) 

.)()()()()()( k
y
MP

x
MQj

x
MR

z
MPi

z
MQ

y
MR  

У цьому визначнику другий рядок містить не певні величини, а 
символічне позначення операцій, які необхідно застосувати до елементів 
третього рядка.  

Порівнюючи формули (2.34) та (2.35), отримаємо зручну у користуванні 
формулу для обчислювання ротора 

.

)()()(

)(rot

MRMQMP
zyx

kji

MF             (2.36) 
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Користуючись формулою (2.33) для визначення ротора векторного поля, 
можемо надати векторну формуліровку теореми Стокса. 

Теорема. Потік ротора векторного поля )(MF  через поверхню Т, 

обмежену контуром Г, дорівнює циркуляції векторного поля )(MF  по 
замкненому контуру Г, тобто 

dsMF
T

)(rot      dlMF )( . 
                  

(2.37) 

 
2.9 Властивості ротора векторного поля 

 
1. Якщо диференційовними векторними функціями визначені векторні 

поля )(1 MF  та )(2 MF , то справедливою є формула 
)(rot)(rot)()(rot 2121 MFMFMFMF . 

Д о в е д е н н я  
Якщо ,)();();()(,)();();()( 22221111 MRMQMPMFMRMQMPMF  

то .)()();()();()()()( 21211121 MRMRMQMQMPMPMFMF  
Тоді  

;)()()()()()(

)()(;)()()()(

;)()()()()()(rot

2121
21

212121

212121

z
MQ

z
MQ

y
MR

y
MRMPMP

y

MQMQ
z

MRMR
x

MPMP
z

MQMQ
z

MRMR
y

MFMF

 

;)()()()( 2121

x
MR

x
MR

z
MP

z
MP  

y
MP

y
MP

x
MQ

x
MQ )()()()( 2121  

y
MP

x
MQ

x
MR

z
MP

z
MQ

y
MR )()(;)()(;)()( 111111  

.)(rot)(rot

)()(;)()(;)()(

21

222222

MFMF

y
MP

x
MQ

x
MR

z
MP

z
MQ

y
MR

 

Отже, 
.)(rot)(rot)()(rot 2121 MFMFMFMF                   (2.38) 
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2. Якщо диференційовною векторною функцією визначене векторне поле 
)(MF , а k � будь-яка стала, то  справедливою є формула 

.)(rot)(rot MFkMkF  
Д о в е д е н н я  
Якщо ,)();();()( MRMQMPMF то .)();();()( MkRMkQMkPMFk  
Тоді  

.)(rot)()(;)()(;)()(

)()(;)()(;)()(

))(())((;))(())((;))(())((

)(rot

MFk
y
MP

x
MQ

x
MR

z
MP

z
MQ

y
MRk

z
MPk

x
MQk

x
MRk

z
MPk

z
MQk

y
MRk

y
MkP

x
MkQ

x
MkR

z
MkP

z
MkQ

y
MkR

MFk

 

Отже, 
.)(rot)(rot MFkMFk                                     (2.39) 

3. Якщо задані скалярне поле диференційовною функцією  
U = U(M) та векторне поле диференційовною векторною функцією 

)();();()( MRMQMPMF , то справедливою є формула 

.)()(grad)(rot)())()((rot MFMUMFMUMFMU  
Д о в е д е н н я  

.)()();()();()()()( MRMUMQMUMPMUMFMU  

.)()()()(;)()(

)()(;)()()()()(rot)(

y
MPMU

x
MQMU

x
MRMU

z
MPMU

z
MQMU

y
MRMUMFMU

 

)()()(

)()()()()(grad

MRMQMP
z
MU

y
MU

x
MU

kji

MFMU  

.)()()()();()(

)()();()()()(

MP
y
MUMQ

x
MUMR

x
MU

MP
z
MUMQ

z
MUMR

y
MU
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Тоді 

y
MP

x
MQ

x
MR

z
MP

z
MQ

y
MRMU

y
MPMUMP

y
MU

x
MQMUMQ

x
MU

x
MRMUMR

x
MU

z
MPMUMP

z
MU

z
MQMUMQ

z
MU

y
MRMUMR

y
MU

y
MPMU

x
MQMU

x
MRMU

z
MPMU

z
MQMU

y
MRMUMFMU

)()(;)()(;)()()(

)()()()()()()()(

;)()()()()()()()(

;)()()()()()()()(

))()(())()((;))()((

))()((;))()(())()(()()(rot

 

.)()(grad)(rot)()()()()(

);()()()();()()()(

MFMUMFMUMP
y
MUMQ

z
MU

MR
x
MUMP

z
MUMQ

z
MUMR

y
MU

 

Отже, 
.)()(grad)(rot)()()(rot MFMUMFMUMFMU            (2.40) 

 
Приклади до пунктів 2.8 та 2.9 

 
Приклад 2.32. Задано векторне поле };;{)( 222222 xzzyyxMF  і 

точки М1(1; 2; 3) та М2(1; 1; �1). Знайти кут між векторами )(rot 1MF  та 

)(rot 2MF . 
Р о з в � я з а н н я  
За формулою (2.36) знаходимо )(rot MF  

222222

)(rot

xzzyyx
zyx

kji

MF  

j
z

yy
x

xzi
z

zy
y

xz )()()()( 22222222
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}.2;2;2{222)()( 2222
yxzkyjxizk

y
yx

x
zy  

Знаходимо )(rot 1MF  та )(rot 2MF . 
}4;2;6{)(rot 1MF ;  }2;2;2{)(rot 2MF . 

Знаходимо кут між цими векторами 

0
44416436

8412cos , 

звідки 
2

. 

В і д п о в і д ь :  
2

. 

 
Приклад 2.33. Знайти циркуляцію векторного поля 

}65;3;75{)( zyxMF  по контуру трикутника, що утворюється при 
перетині площини 0222 zyx  з координатними площинами, 
користуючись формулою Стокса. Напрямок обходу контура додатний. 

Р о з в � я з а н н я  
Знаходимо :)(rot MF  

zyx
zyx

kji

MF

65375

)(rot  

j
z

x
x

zi
z
y

y
z )75()65()3()65( 0)75()3( k

y
x

x
y . 

Тоді, згідно з формулою Стокса, Ц = 0. 
 

ЗАУВАЖЕННЯ. Порівняйте з розв�язанням прикладу 2.30. 
 
В і д п о в і д ь : 0.  
 
Приклад 2.34. Користуючись формулою Стокса, знайти циркуляцію 

векторного поля xxyMF ;3;
3
1)(  уздовж контура Г, якщо 

,1sin2cos2
;sin2
;cos2

:
ttz

ty
tx

 
де ]2;0[t . 
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Р о з в � я з а н н я  
Знаходимо )(rot MF : 

3
10;1;0)

3
13(

3
3
1

)(rot kj

xxy

zyx

kji

MF . 

За формулою Стокса знаходимо циркуляцію векторного поля )(MF   по 
контуру Г: 

dsnMFdsMF
TT

0)(rot)(rotЦ , 

де Т � поверхня, обмежена контуром Г. 
Як виходить з умови, контур Г � це лінія перетину площини 1yxz  

з циліндричною поверхнею  х2 + у2 = 4. 
У перетині виходить область, обмежена еліпсом, яка на площину хОу 

проектується у круг, що обмежений колом tytx sin2;cos2 , де  ]2;0[t . 

Знайдемо нормаль n  до площини 01zyx :  }1;1;1{n . 

Тоді 3n , 
3

1;
3

1;
3

1
0n . 

dsdsnMF
TT

3
1

3
10

3
1)(rotЦ 0 . 

Спроектуємо поверхню Т на площину хОу. При цьому 

3
524

3
13

3
1313

3
133

13
33

13Ц D
DDT

Sdxdydxdyds . 

Отже, 
3

52Ц . 
 

ЗАУВАЖЕННЯ. Порівняйте з розв�язанням прикладу 2.31. 
 

В і д п о в і д ь : 
3

52 . 

 
Приклад 2.35. Задано векторну функцію };;{)( 2yzxMF . Знайти 

циркуляцію векторного поля )(MF  по контуру Г безпосередньо та за 
формулою Стокса, якщо контуром Г є контур трикутника, який утворюється 
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при перетині площини 0424 zyx  з 
координатними площинами. Напрямок обходу 
додатний. 

Р о з в � я з а н н я  
Запишемо рівняння площини у вигляді 

1
214

zyx  

та побудуємо цю площину (див. рис. 2.35). 
Знайдемо циркуляцію векторного поля 

безпосередньо. 

Ц =      
BACBAC

dlMFdlMFdlMFdlMF )()()()( . 

 

Рівняння прямої АС: х � 2у � 4 = 0, на прямій АС  у = 0,  dy  = 0. Тоді 

8
2
1)(

0

4

2
0

4
1 xxdxdlMFI

AC

. 

Рівняння прямої СВ: 0424 zy  або 022 zy . На прямій СВ   
х = 0 та  dx = 0. Тоді 

CBCB

dzyzdydlMFI 2
2 )( . 

Оскільки 22yz , то dydz 2 . Отже, 
1

0

2
2 2)22( dyydyyI

3
5

3
21

3
2)1(

2
12

1

0

3
1

0

2 yy . 

Рівняння прямої ВА: х + 4у � 4 = 0. На прямій ВА   z = 0 та dz = 0. Тоді 
4

0

4

0

2
3 8

2
1 xxdxI . 

Остаточно маємо 
3
58

3
58Ц . 

Знайдемо циркуляцію векторного поля за формулою Стокса. 

}0;0;12{00)12()(rot

2

ykjiy

yzx
zyx

kji

MF . 

Г 

y 

z 

В (0; 1; 0) 

С (0; 0; �2) 

Рисунок до прикладу 2.35 

A (4; 0; 0) 

x 

61



  175

Звідси маємо 
Ц = 

TT

dsnMFdsMF 0)(rot)(rot . 

Поверхнею Т є трикутник АВС, який лежить на площині  
0424 zyx . Нормаль до цієї площини 

}2;4;1{n ,  214161n , 
21
2;

21
4;

21
1

0n . 

Тоді 

)12(
21
1)(rot 0 ynMF . 

Далі маємо 

Ц = 
T

dsy )12(
21
1 . 

Приводимо поверхневий інтеграл до подвійного. Для цього поверхню Т, 
тобто АВС, спроектуємо на площину хОу. Дістанемо область D на площині 

хОу, тобто АОB. Замість ds підставимо 
|cos|

dxdy , тобто dxdy
2
21 . 

Виходить 

Ц = 
AOBAOB

dxdyydxdyy )12(
2
1

2
21)12(

21
1  

4

0

2
4
11

0

4

0

2

)4(
4
1

0

4

0
4
11

16
1

2
11

2
1)(

2
1)12(

2
1 dxxxxdxyydyydx

xx

 

4

0

2

16
1

4
32

2
1 dxxx

3
5

48
641

8
1638

2
1

48
1

8
32

2
1

4

0

32 xxx . 

Отже, 
3
5Ц . 

В і д п о в і д ь : 
3
5 . 

 
2.10  Оператор Гамільтона та оператор Лапласа 

 
В и з н а ч е н н я .  Оператором Гамільтона або оператором набла 

називається символічний вектор 
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.k
z

j
y

i
x

        (2.41) 

У цьому операторі поєднані диференціальні та векторні властивості. 
Сам по собі символічний вектор  не має реального змісту, але результат 

застосування вектора  до скалярних або векторних величин являє собою 
реальні фізичні величини. При користуванні оператором набла будемо 

поводитись з ним як з вектором, а формальне множення 
x

 на f(x; y; z) будемо 

розглядати як операцію знаходження частинної похідної 
x

zyxf );;(  і так далі. 

Якщо U(M) � скалярна диференційовна функція, то добуток вектора набла на 
скалярну функцію дорівнює градієнту скалярного поля, а саме 

.)()()()( k
z
MUj

y
MUi

x
MUMU                       (2.42) 

).(grad)( MUMU  

Якщо )();();()( MRMQMPMF  � векторна функція, де 
)();();( MRMQMP  � диференційовні функції, то скалярний добуток вектора 

набла на векторну функцію )(MF  дорівнює дивергенції векторного поля )(MF , а 
саме, 

z
MR

y
MQ

x
MPMF )()()()(  

або 
.)(div)( MFMF          (2.43) 

Якщо )();();()( MRMQMPMF  � векторна функція, де 
)();();( MRMQMP  � диференційовні функції, то векторний добуток вектора 

набла на векторну функцію )(MF  дорівнює ротору векторного поля, а саме, 

)()()(

)(

MRMQMP
zyx

kji

MF  

або 
.)(rot)( MFMF                                        (2.44) 

Оператор  на вираз, що розміщений праворуч, діє і як вектор і як 
похідна. Тому при знаходженні градієнта, дивергенції або ротора тих чи інших 
виразів слід користуватись правилом знаходження похідної і правилом 
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множення вектора на скаляр або правилом знаходження скалярного чи 
векторного добутків. Припустимо, що скалярні і векторні функції, які будуть 
розглянуті далі, є диференційовними функціями. Розглянемо деякі важливі 
приклади застосування оператора набла. 

1. Знайдемо )()(grad MVMU . 

),(grad)()(grad)()()()()(

)()()()()()()()(grad

MVMUMUMVMVMUMUMV

MVMUMVMUMVMUMVMU

cc

cc  

де індекс с має означати, що на даному етапі величина з індексом с вважається 
сталою. 

Отже, 
)(grad)()(grad)()()(grad MVMUMUMVMVMU         (2.45) 

або 
)()()()()()( MVMUMUMVMVMU .                 (2.46) 

2. Знайдемо )()(div MFMU . 

.)(div)()((grad)()()()(()(

)()()()()()()()(div

MFMUMUMFMFMUMUMF

MFMUMFMUMFMUMFMU

cc

ccc  

Отже, 
.)(div)()(grad)()()(div MFMUMUMFMFMU            (2.47) 

або 
).()()()()()( MUMFMFMUMFMU             (2.48) 

3. Знайдемо )()(rot MFMU . 

.)(rot)()(grad)(

)(rot)()()(grad)()()()(

)()()()()()()()(rot

MFMUMUMF

MFMUMFMUMFMUMFMU

MFMUMFMUMFMUMFMU

cc

cc

 

Отже, 
)(grad)()(rot)()()(rot MUMFMFMUMFMU             (2.49) 

або 
).()()()(())()(( MUMFMFMUMFMU        (2.50) 

4. Знайдемо )()(div MMF . 

.)(rot)()(rot)(

)()()()()()(

)()()()()()((div

MMFMFM

MMFMFMMMF

MMFMMFMMF

ccc

c
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Отже, 
)(rot)()(rot)()()(div MMFMFMMMF                (2.51) 

або  
)()()()()()( MMFMFMMMF .         (2.52) 

5. Знайдемо ).(graddiv MU  

).()()()()(graddiv 2 MUMUMUMU  

2

2

2

2

2

22

zyx
k

z
j

y
i

x
k

z
j

y
i

x
, тому що 

скалярний добуток   дорівнює сумі квадратів координат вектора . 
Звідси 

)()(graddiv 2

2

2

2

2

2

MU
zyx

MU         (2.52) 

або 
).()( 2 MUMU  

 

ЗАУВАЖЕННЯ. У векторному полі )(MU  оператор набла при повторному 
застосуванні до )(MU  утворює скалярне поле )(graddiv MUU . 

 
У процесі застосування оператора набла ми отримали ще один оператор  

2

2

2

2

2

22

zyx
,            (2.53) 

який називається оператором Лапласа або Лапласіаном. 
Оператор Лапласа є диференціальним оператором другого порядку. 

Нарівні з позначенням 2  для оператора Лапласа використовується і 
позначення   (дельта), тобто 

2

2

2

2

2

2

zyx
.     (2.54) 

Тоді 
)()(graddiv

2
MUMU        (2.55,а) 

або 
)()(graddiv MUMU .       (2.55,б) 

6. Знайдемо )(gradrot MU . 
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z
MU

y
MU

x
MU

zyx

kji

MUMUMU

)()()(

)()(grad)(gradrot

 
.)()()()()()( 222222

k
xy
MU

yx
MUj

zx
MU

xz
MUi

yz
MU

zy
MU  

Зважаючи на те, що мішані частинні похідні другого порядку 
диференційовної функції рівні між собою, маємо 

0)(gradrot MU      (2.56) 
або 

.0)(MU       (2.57) 

7. Знайдемо .)(divgrad MF  

.)()(divgrad MFMF        (2.58) 

ЗАУВАЖЕННЯ. Якщо до векторного поля  застосувати оператор , то цей 
оператор утворює скалярне поле )(div)( MFMF . Повторне застосування 
оператора набла утворює векторне поле )(divgrad)( MFF . 

 
8. Знайдемо )(rotrot MF . 

)()(rotrot MFMF . 
Права частина являє собою подвійний векторний добуток, який 

визначається формулою 
.)()()( baccabcba  

Тоді маємо 
.)()()()()()(rotrot MFMFMFMFMF  

Отже, 

2

2

2

2

2

2 )()()()(divgrad))(rot(rot
z

MR
y

MQ
x

MPMFMF         (2.59) 

.)()()( MFMFMF                      (2.61) 

ЗАУВАЖЕННЯ. У векторному полі )(MF  оператор набла утворює векторне 
поле )(rot)( MFMF . Повторне застосування оператора набла утворює 
векторне поле 

).)(rot(rot))(( MFMF  
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Таблиця 1 � Диференціальні операції другого порядку 

Скалярне поле U(M) Векторне поле )(MF  Назва 
операцій )(grad MU  div rot  

grad   
)(

)(divgrad

MF

MF
  

div UMU )(graddiv   0)(rotdiv MF  

rot  0)(gradrot MU   
)()(divgrad

))(rot(rot

MFMF

MF
 

 
ЗАУВАЖЕННЯ. 1. Якщо оператор  діє на деякий добуток, то в першу чергу 

враховується диференціальний характер оператора, а потім вже враховується векторні 
властивості оператора. 

2. Якщо оператор  тимчасово не впливає на деяку величину, яка входить до 
складу виразу, до якого застосовується оператор, то  таку величину позначають 
індексом с, де с = const. По закінченні перетворень індекс с знімають. 

3. Ті величини, на які оператор  не впливає, наприкінці перетворень 
записуються ліворуч від оператора. 

 
 

Приклади до пункту 2.10 
 
Приклад 2.36. Користуючись оператором Гамільтона, довести, що 

справедливою є рівність 

2V
VUUV

V
U . 

Р о з в � я з а н н я  

Так як                k
V
U

z
j

V
U

y
i

V
U

xV
U , то 

.222 k
V

z
VU

z
UV

j
V

y
VU

y
UV

i
V

x
VU

x
UV

V
U  

Тоді  

k
z
Vj

y
Vi

x
V

V
Uk

z
Uj

y
Ui

x
U

V
V

V
U

22  
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або      .22 V
V
UU

V
V

V
U  

Отже, 

2V
VUUV

V
U , 

що і потрібно було довести. 
 
 
Приклад 2.37. Користуючись оператором Гамільтона, довести, що є 

справедливою рівність 
UUfUf )()( . 

Р о з в � я з а н н я  
Так як 

kUf
z

jUf
y

iUf
x

Uf )()()()( , то 

k
z
U

U
Ufj

y
U

U
Ufi

x
U

U
UfUf )()()()( . 

Тоді                        k
z
Uj

y
Ui

x
U

U
UfUf )()(

 
або  

 

UUfUf )()( , 
що і потрібно було довести. 

 
 
Приклад 2.38. Довести, що вектор напруги електричного поля 

задовольняє хвильовому рівнянню 

Ec
t
E 2

2

2

, 

де  � коефіцієнт електричної проникливості;  � коефіцієнт магнітної 
проникливості; с � швидкість світла у порожнині. 

Р о з в � я з а н н я  
Будемо виходити з системи рівнянь Максвелла для однорідного та 

ізотропного середовища, в якому відсутні заряди та струми: 
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,0

,0

,

,

H

E

E
t
H

c

H
t
E

c

 

де   = const;  = const. 
Продифиренціюємо за змінною t перше рівняння з вищевказаної системи 

рівнянь. Отримаємо 

t
E

ct
H

t
)(  

або 

.2

2

t
E

ct
H  

Як виходить з другого рівняння системи рівнянь  

)( Ec
t
H . 

Тоді 

)(2

2
Ec

t
E

c
 

або 

)(2

2

2 E
t
E

c
. 

Права частина останньої рівності являє собою подвійний векторний 
добуток. Скористаємось формулою 

)()()( baccabcba . 
У даному випадку маємо 

)()()( EEE . 
Оскільки, як виходить з третього рівняння розглянутої системи рівнянь, 

0E , то )()( EE . 

Як відомо, 2

2

2

2

2

22

zyx
. 

Отже, EE)( . 
Остаточно маємо 
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Ec
t
E 2

2

2

, 

що і потрібно було довести. 
 
 

2.11 Соленоїдальне векторне поле 
 
В и з н а ч е н н я .  Векторне поле )(MF  називається соленоїдальним 

векторним полем, якщо у кожній точці цього векторного поля виконується 
умова 

.0)(div MF       (2.61) 
Рівність (2.61) називається умовою соленоїдальності векторного поля. 

Розглянемо ознаки соленоїдального векторного поля. 
1. У соленоїдальному векторному полі відсутні джерела та стоки. 
Згідно з теоремою Остроградського-Гаусса маємо 

      0)(div)( dxdydzMFdsMF , 

де Т � будь-яка замкнена поверхня, що 
обмежує тіло . 

Це означає, що у соленоїдальному 
векторному полі відсутні джерела та 
стоки. 

2. У соленоїдальному векторному 
полі діє принцип збереження інтенсив-
ності векторної трубки. 

У просторі, де діє соленоїдальне 
векторне поле )(MF  утворимо так 
звану векторну трубку, яка являє собою 
частину простору, що складається з 
векторних ліній. 

Кожна векторна лінія, яка належить векторній трубці цілком, лежить у 
цій трубці, тобто не починається там і не закінчується. Нехай Т � замкнена 
поверхня, яка обмежує векторну трубку (рис. 2.6). Складається поверхня Т з трьох 
поверхонь: Т1 та Т2 � нижній та верхній перерізи відповідно; Т3 � бічна 
поверхня. 

 

Рисунок 2.9 

3n  

2n  

1n  

Т2 

Т3 

Т1 

T 
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Тоді 

      0)()()()(

321 TTT

dsMFdsMFdsMFdsMF . 

Вектор нормалі )(3 Mn  до бічної поверхні Т3, перпендикулярний до 

вектора )(MF , який напрямлений по дотичній до векторних ліній. У такому 

разі, 
33

0)()()( 03
TT

dsMnMFdsMF де )(03 Mn  � одиничний вектор 

нормалі )(3 Mn . Звідси маємо 

0)()(

21 TT

dsMFdsMF . 

Напрямок однієї з нормалей )(1 Mn  та )(2 Mn  оберемо так, щоб це були 
протилежні напрямки. Тоді 

2121

)()(,0)()(
TTTT

dsMFdsMFdsMFdsMF . 

Останній результат означає, що незалежно від розміру перерізів через 
кожний переріз проходить однакова кількість векторних ліній. Отже, векторні 
лінії у векторній трубці не виникають і не зникають, тобто у векторній трубці 
немає джерел та немає стоків. Така властивість соленоїдального векторного 
поля називається принципом збереження інтенсивності векторної трубки. 

Тому соленоїдальні векторні поля називаються трубчастими векторними 
полями. 

3. Якщо існує таке векторне поле )(M , що справедливою є рівність  

,)(rot)( MMF         (2.62) 

то векторне поле  )(MF  є соленоїдальним векторним полем. 

Нехай )();();()(,)();();()( MCMBMAMMRMQMPMF  � век-

торні поля, при цьому координати векторного поля )(MF  є диференційовними 

функціями, а координати векторного поля )(M  � двічі диференційовні 
функції, а їхні частинні похідні другого порядку є неперервними функціями. 

Оскільки за умовою  ,)(rot)( MMF  то є рівні між собою відповідні 
координати цих векторних полів, тобто 

.)()()(;)()()(;)()()(
y
MA

x
MBMR

x
MC

z
MAMQ

z
MB

y
MCMP  

T 
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Знайдемо дивергенцію векторного поля )(MF . 

,0)()()()()()(

)()()()()()(

)()()()(div

222222

zy
MA

zx
MB

yx
MA

yz
MA

yz
MB

xy
MC

y
MA

x
MB

zx
MC

z
MA

yz
MB

y
MC

x

z
MR

y
MQ

x
MPMF

 

оскільки .)()(;)()(;)()( 222222

xy
MC

yx
MC

xz
MB

zx
MB

xy
MC

yx
MC  

Виходить, що 0)(div MF , а це означає, що векторне поле )(MF  є 
соленоїдальним векторним полем. 

Можна показати, що справедливим є і обернене твердження: якщо 
векторне поле )(MF  є соленоїдальним векторним полем, то існує таке 

векторне поле  )(M , що справедливою є рівність )(rot)( MMF . 

Векторне поле )(M  при цьому називається векторним потенціалом 

векторного поля )(MF . 
 

Приклади до пункту 2.11 
 
Приклад 2.39. Задане векторне поле 

}45;65;52{)( zxyyxzyzxMF . 

Перевірити, чи є векторне поле )(MF  соленоїдальним. 
Р о з в � я з а н н я  
Знайдемо диверегенцію векторного поля )(MF . 

zxyMRyxzMQyzxMP 45)(;65)(;52)( . 
Так як 

4)(;6)(;2)(
z
MR

y
MQ

x
MP , 

то       
z
MR

y
MQ

x
MPMF )()()()(div , 

тобто 
0)(div MF . 

Значить, векторне поле )(MF  є соленоїдальним векторним полем. 

В і д п о в і д ь : )(MF  � соленоїдальне векторне поле. 
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Приклад 2.40. Перевірити, чи є векторне поле 
r
1grad  соленоїдальним, 

якщо kzjyixr  � радіус-вектор поточної точки 222 zyxr . 

Р о з в � я з а н н я . 
Так як  

222 zyxr , 2
1

222
222

11 zyx
zyxr

, то 

2
3

2
3

2
3

222222222 ;;1grad zyxzzyxyzyxx
r

. 

При цьому 

2
3

2
3

2
3

222222222 )(;)(;)( zyxzMRzyxyMQzyxxMP
. 

Тоді 

2
5

2
3

2222222 3)( zyxxzyx
x
MP ; 

2
5

22222
3

222 3)( zyxyzyx
y
MQ ; 

2
5

22222
3

222 3)( zyxzzyx
z
MR . 

Отже, 

0331graddiv 2
5

2222222
3

222 zyxzyxzyx
r

. 

Якщо 01graddiv
r

, то векторне поле 
r
1grad  є соленоїдальним векторним 

полем. 

В і д п о в і д ь : 
r
1grad   � соленоїдальне векторне поле. 

 
Приклад 2.41. Задані векторні поля 

};;{)(1 zyxM , };;{)(2 xzyM ; )()()( 21 MMMF . 

Перевірити, чи є векторне поле )(MF  соленоїдальним. 
Р о з в � я з а н н я :  
Знаходимо )(MF . 
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xzy
zyx
kji

MF )( kyxzjxyzizxy 222 . 

Значить,  
222 )(;)(;)( yxzMRxyzMQzxyMP ; 

y
x
MP )( ; z

y
MQ )( ; x

z
MR )( . 

Тоді  
zyxMF )(div . 

Векторне поле )(MF  не є соленоїдальним векторним  полем. 

В і д п о в і д ь : )(MF  � не є соленоїдальним векторним полем. 
 
Приклад 2.42. Перевірити, чи є соленоїдальним векторне поле 

rrUMF )()( , де };;{ zyxr , а || rr . 
Р о з в � я з а н н я  
Згідно з третьою властивістю  дивергенції маємо 

).(graddiv)()(div )(div rUrrrUrrUMF  

Оскільки  };;{ zyxr , то 3111divr ; 

z
r

r
rU

y
r

r
rU

x
r

r
rUrU )(;)(;)()(grad . 

Звідси 

z
r

y
r

x
r

r
rUrU ;;)()(grad . 

Оскільки 222|| zyxrr , то 

222222222
;;

zyx

z
z
r

zyx

y
y
r

zyx

x
x
r , 

та     
r
r

zyx
kzjyixk

z
rj

y
ri

x
r

222
. 

Тоді 

r
rU

r
rrrUMF )()(3)(div ;    

r
rU

r
rrUMF )()(3)(div

2

; 
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r
rUrrUMF )()(3)(div . 

Отже, 0)(div MF , а задане векторне поле не є соленоїдальним 
векторним полем. 

В і д п о в і д ь : задане векторне поле не є соленоїдальним. 
 
Приклад 2.43. Довести, що векторне поле електростатичної напруги 

r
r
qE 3 , 

де };;{ zyxr , а || rr  є соленоїдальним векторним полем в усіх точках 
векторного поля, за винятком точки О(0; 0; 0). 

Р о з в � я з а н н я  
Скористаємось третьою властивістю дивергенції 

333 graddivdivdiv
r
qrr

r
qr

r
qE . 

Оскільки  kzjyixr , то 3divr . 

Так як 
2
3

222
3

)( zyx

q
r
q , то 

5
2
5

222 3)222()(
2
3

r
rqkzjyixzyxq . 

Значить, 

r
r
qr

r
qE 53

33div , 2
53

33div r
r
q

r
qE ; 033div 33 r

q
r
qE , якщо 0r . 

Таким чином, 0divE  в усіх точках, за винятком точки О(0; 0; 0). 
 
Приклад 2.44. Знайти векторний потенціал для соленоїдального 

векторного поля )}2(;3;3{)( 222 xyxyMF  
Р о з в � я з а н н я  
Якщо векторне поле )(MF  є соленоїдальним векторним полем, то його 

векторним потенціалом є такий вектор )(M , який задовольняє умову 

)(rot)( MMF . 

Векторних потенціалів у векторного поля )(MF  існує безліч та 
відрізняються вони на градієнт будь-якої диференційовної скалярної функції, 
тобто 
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)(grad)(rot)(* MUMM . 

Нехай )}();();({)( MRMQMPMF , )}();();({)( 111 MRMQMPM . 

Оскільки векторних потенціалів безліч, то будемо шукати такий 
векторний потенціал )(M , що 0)(1 MP . Тоді .)();(;0)( 11 MRMQM  

Звідси маємо, що )(rot)( MMF , тобто 

).(
)(

);(
)(

);(
)()(

1

1

11

MR
x
MQ

MQ
x
MR

MP
z
MQ

y
MR

               (*) 

У нашому випадку 

).2(
)(

);3(
)(

;3
)()(

21

21

211

xy
x
MQ

x
x
MR

y
z
MQ

y
MR

             (**) 

Тоді 
);()()( 11 zyCdxMQMR ,  );()()( 21 zyCdxMRMQ , 

де );(),;( 21 zyCzyC   � будь-які диференційовні функції змінних у та z. 

У нашому випадку 

);()3()( 1
2

1 zyCdxxMR , );()2()( 2
2

1 zyCdxxyMQ . 

Можна припустити, що 0);(2 zyC , а функцію );(1 zyC  візьмемо таку, 

щоб виконувались перше та друге рівняння системи (*) та відповідно (**), а 
саме: 

)(0)();()( 1 MPdxMR
zy

zyCdxMQ
y

, 

звідки 

)()()();(1 MPdxMR
z

dxMQ
yy

zyC . 

 
Далі маємо 
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)()()()();(
3

1 zCdyMPdxMR
z

dxMQ
y

dy
y

zyC . 

Нехай  0)(3 zC .  

Тоді 

dyMPdxMR
z

dxMQ
y

zyC )()()();(1 . 

Підставимо знайдене );(1 zyC  у вираз для )(1 MR  та отримаємо розв�язок 

системи рівнянь (*). 
У заданому випадку маємо 

);()( 1
3

1 zyCxMR ,  );()( 2
22

1 zyCxxyMQ . 

Припускаємо, що 0);(2 zyC . 

Далі маємо 

2
22

1
3

3)();(
y

z
xxy

y
zyC

y
x . 

З того, що     21 3
);(

y
y

zyC
, 

виходить 
32

1 3);( ydyyzyC . 

Значить, 0)(1 MP ; 22
1 )( xxyMQ ; 33

1 )( yxMR . 

Отже, }2
3
2;;0{)( 3322 xyyxxyxM . 

Зробимо перевірку, для чого знайдемо )(rot M . 

33220

)(rot

yxxyx
zyx

kji

M  

k
x

xyxj
x

yxi
z

xyx
y

yx )()()()( 22332233

}2;3;3{)2(33 222222 yxxykyxjxiy . 
Таким чином, знайдено векторний потенціал 

};;0{)( 3322 yxxyxM . 

В і д п о в і д ь : };;0{)( 3322 yxxyxM . 
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2.12   Потенціальне векторне поле 

 
В и з н а ч е н н я .  Векторне поле )(MF  називається потенціальним 

векторним полем, якщо існує така скалярна диференційовна функція U(M), що 
у кожній точці цього векторного поля виконується умова 

).(grad)( MUMF               (2.63) 
Функція U(M) при цьому називається скалярним потенціалом векторного 

поля )(MF . 
Розглянемо ознаки потенціального векторного поля: 
1. Для визначення потенціального векторного поля достатньо лише однієї 

скалярної функції. 
Звичайно для визначення векторного поля необхідно три скалярних 

функції, що є координатами векторної функції  )();();()( MRMQMPMF  і 
лише для визначення потенціального векторного поля достатньо лише однієї 
скалярної функції  U(M) такої, що ).(grad)( MUMF  

2. Для того, щоб векторне поле було потенціальним векторним полем 
необхідно та достатньо, щоб воно було безвихровим векторним полем. 

Н е о б х і д н і с т ь  
Якщо )(MF  � потенціальне векторне поле, то 

).(grad)( MUMF  
Тоді згідно з рівністю (2.56), маємо 

.0)(gradrot)(rot MUMF  

З того, що 0)(rot MF  виходить, що у векторному полі )(MF  відсутні 
вихори. 

Д о с т а т н і с т ь  
Якщо векторне поле )(MF  є безвихровим векторним полем, то 

0)(rot MF , а також 0)(lim
0 S

dlMF

Td
, звідки виходить, що   0)( dlMF   

тобто     0)()()( dzMRdyMQdxMP .  
 
Тоді на основі теореми 6 (п. 1.6 розд. 

1) можна стверджувати, що існує така функція U(M), для якої підінтегральний 
вираз є повним диференціалом, тобто 

dzMRdyMQdxMPMdU )()()()(  
або  

Г 

Г 
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.)()()()( dz
z
MUdy

y
MUdx

x
MUMdU  

Остання рівність означає, що 

).(grad)(;)(;)()();();()( MU
z
MU

y
MU

x
MUMRMQMPMF  

Тим самим доведено, що безвихрове векторне поле є потенціальним 
векторним полем. 

Н а с л і д о к .  Якщо циркуляція векторного поля )(MF  по будь-якому 
замкненому контуру Г, що належить області, в якій задане векторне поле 

)(MF , дорівнює нулю, то таке векторне поле є потенціальним векторним 
полем. (Обернене твердження не завжди є справедливим). 

Розглянемо як знаходиться скалярний потенціал потенціального 
векторного поля. 

Якщо          dz
z
MUdy

y
MUdx

x
MUMdU )()()()( , 

то 

dz
z
MUdy

y
MUdx

x
MUMU

M

M

)()()()(
0

 

aбо 

,)()()()(
0

dzMRdyMQdxMPMU
M

M                         
(2.64) 

де );;( 0000 zyxM  � деяка фіксована точка; );;( zyxM � довільна точка на контурі Г 
по якому береться криволінійний інтеграл (рис. 2.10). 

Оскільки векторне поле 
потенціальне, то криволінійний 
інтеграл не залежить від форми контура 
інтегрування. 

Тому за контур інтегрування 
зручно взяти ламану M0ABM, ланки якої 
M0A, AB, BM є паралельні координатним 
осям: M0A || Ox;  AB || Oy;  BM || Oz. При 
такому припущенні формула (2.64) 
набуває вигляду. 

 

z 

y 

x 

O 

M0 

A 

B 

M 

Рисунок 2.10
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cdzzyxRdyzyxQdxzyxPzyxU
z

z

y

y

x

x 00

0

0

00 );;();;();;();;( .         (2.65) 

Якщо за точку );;( 0000 zyxM  взяти точку M0(0; 0; 0), то отримаємо 
формулу 

zyx
dzzyxRdyyxQdxxPzyxU

000
);;()0;;()0;0;();;( .             (2.66) 

 
Приклади до пункту 2.12 

 
Приклад 2.45. Задане векторне поле 

};
2
1;{)( 222 zyxyyzxxzxyyzMF . 

Довести, що задане векторне поле є потенціальним векторним полем та 
знайти його скалярний потенціал. 

Р о з в � я з а н н я  
Для перевірки векторного поля на потенціальність знайдемо його ротор 

zyxyyzxxzxyyz

zyx

kji

MF

222

2
1

)(rot  

j
x

zyxy
z

xyyzi
z

yzxxz

y
zyxy )()()

2
1()( 2

22
2

 

.0)()()()2()2(

)()
2
1( 22

kxzxzjyyiyzxyzx

k
z

xyyz
x

yzxxz

 

Векторне поле )(MF  є потенціальним векторним полем. 
Знайдемо його скалярний потенціал. Розглянемо декілька способів 

знаходження скалярного потенціалу: 
1. Знайдемо скалярний потенціал  U(M)  за формулою (2.65) 
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cdzzyxRdyzyxQdxzyxPzyxU
z

z

y

y

x

x 00

0

0

00 );;();;();;();;( , 

де с  R.  
За точку М0(x0; y0; z0) візьмемо точку М0(0; 0; 0). Тоді можна cкористува-

тись формулою (2.66): 

cdzzyxRdyyxQdxxPzyxU
zyx

000

);;()0;;()0;0;();;( . 

Отже, 
zyx

dzzyxydyxdxzyxU
000

)(
2
10);;( 22 ; 

zzy
zyxyzyxzyxU

0

22

00

2
2
1

2
1);;( ;  czyxyzyxzyxU 222

2
1

2
1);;( , 

де с  R.  
2. За визначенням 

)(grad)( MUMF . 
Це означає, що: 

,)()(;)()(;)()(
z
MUMR

y
MUMQ

x
MUMP  

тобто 

.)(;
2
1)(;)( 222 zyxy

z
MUyzxxz

y
MUxyyz

x
MU  

Проінтегруємо першу рівність за змінною х. Виходить 

);(
2
1)()(

0

2

0

zyfyxxyzdxxyyzMU

xx

 

або 

);(
2
1)( 2 zyayxxyzMU ,       (*) 

де );( zya   � невизначена функція від y  та z. 
Отриману рівність продифиренціюємо за змінною у. Отже, 

y
zyaxxz

y
MU );(

2
1)( 2 . 

У такому разі маємо 
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y
zyaxxzyzxxz );(

2
1

2
1 22 , 

звідки 
2);( yz

y
zya . 

Проінтегруємо останню рівність за змінною у. Тоді 
yy

dyyzdy
y

zya

0

2

0

);(  

або 

)(
2
1)(

2
1);( 22

0

22 zbzyzbzyzya
y

, 

де  )(zb  � невизначена функція від z. 
Підставимо вираз для  );( zya  у рівність (*) 

)(
2
1

2
1);;( 222 zbzyyxxyzzyxU .   (**) 

Для знаходження b(z) продиференціюємо за змінною z рівність (**), 
звідки маємо 

)();;( 2 zbzyxy
z

zyxU . 

Тоді 
)(22 zbzyxyzyxy , 

звідки 0)(zb , а czb )( , де с � const. 
Отже, 

czyyxxyzzyxU 222

2
1

2
1);;( . 

3. Для того, щоб бути скалярним диференціалом векторного поля, 
функція  );;( zyxU   має задовольняти умову 

dz
z

zyxUdy
y

zyxUdx
x

zyxUzyxdU );;();;();;();;( . 

Знаючи частинні похідні, маємо 

dzzyxydyzyxxzdxxyyzzyxU )()
2
1()();;( 2222 . 

Виконаємо деякі перетворення. 

zdzyxydzdyyzdyxxzxydxyzdxzyxdU 222

2
1);;( ; 
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zdzyydyzdyxxydxyzdxydzzdxxzyxdU 222
2
1))(();;( ; 

222
2
1

2
1))()(();;( zydyxddxyzyzxdzyxdU ; 

222
2
1

2
1)();;( zydyxdxyzdzyxdU ; 

222
2
1

2
1);;( zyyxxyzdzyxdU . 

Тоді czyyxxyzzyxdU 222

2
1

2
1);;( ,  

де с  R, а .
2
1

2
1

2
1)( 2222 czyyxyxxyzMU  

Значить, векторне поле  )(MF  є скалярним векторним полем. 

В і д п о в і д ь :
 

czyyxxyzMU 222

2
1

2
1)( ,  де с  R. 

 
Приклад 2.46. Впевнитись у тому, що векторне поле 

};;2{)( 22 yxzxxyzMF  є потенціальним векторним полем та знайти його 

скалярний потенціал ),( 222 zyxrkzjyixr . 

Р о з в � я з а н н я  

yxzxxyzMF 22 ;;2)( , 

Знаходимо ротор векторного поля .)(MF  

yxzxxyz
zyx

kji

MF

222

)(rot

.0000)22()22()( 22 kjikxzxzjxyxyixx  

Оскільки 0)(rot MF , то векторне поле )(MF  є потенціальним 
векторним полем. 

Знаходимо потенціал U(M)  за формулою (2.66) 

cyzxcyzxydzxdydxMU

zzyx
2

0

2

0

2

00

00)( , 

де с  R. 
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Отже, cyzxMU 2)( , де с  R. 

В і д п о в і д ь :  cyzx2 , де с  R. 
 

Приклад 2.47. Впевнитись у тому, що задане векторне поле 2)(
r
rMF  є 

потенціальним векторним полем та знайти його скалярний потенціал. 
 
Р о з в � я з а н н я  

222222222 ;;)(
zyx

z
zyx

y
zyx

xMF . 

Знаходимо   )(rot MF . 

222222222

)(rot

zyx
z

zyx
y

zyx
x

zyx

kji

MF  

j
x

zyxz
z

zyxx

i
z

zyxy
y

zyxz

12221222

12221222

)()(

)()(

 

.0000

2)(2)(

2)(2)(

2)(2)(

)()(

22222222

22222222

22222222

12221222

kji

kyzyxxxzyxy

jxzyxzzzyxx

izzyxyyzyxz

k
y

zyxx
x

zyxy

 

Векторне поле )(MF  є потенціальним векторним полем. 
Знаходимо його скалярний потенціал за формулою (2.65). 

z

z

y

y

x

x

dz
zyx

zdy
zyx

ydx
zyx

xMU
000

2222
0

222
0

2
0

2)(  
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z

z

y

y

x

x
zyxzyxzyx

000
0

2222
0

222
0

22 ln
2
1ln

2
1ln

2
1  

2
0

2
0

2
0

2
0

2
0

2 ln
2
1ln

2
1 zyxzyx 2

0
22ln

2
1 zyx

2
0

222222
0

2
0

2 ln
2
1ln

2
1ln

2
1 zyxzyxzyx

2
0

222
0

2
0

22
0

2
0

2
0

2222
0

222
0

2
0

2

ln
2

1

zyxzyxzyx

zyxzyxzyx
 

crcrzyxzyx
zyx

zyx
ln||lnlnlnln

2
1 2

0
2
0

2
0

222
2
0

2
0

2
0

222

, 

де с  R. 
В і д п о в і д ь : crln . 
 
Приклад 2.48. Електростатичне векторне поле E  заряду q задане у 

вигляді  r
r
qME 3)( . Якщо це векторне поле є потенціальним векторним 

полем, то знайти його потенціал  ),( 222 zyxrkzjyixr . 
Р о з в � я з а н н я  
Оскільки 

2
3

2222
3

2222
3

222 )(

;

)(

;

)(

)(

zyx

z

zyx

y

zyx

xqME , 

то 

2
3

2
3

2
3

)()()(

)(rot

222222222 zyx

z

zyx

y

zyx

x

zyx

kji

ME
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i
z

zyxy

y

zyxz 2
3

2
3

222222

 

j
x

zyxz

z

zyxx 2
3

2
3

222222

 

izyxyzzyxyz

k
y

zyxx

x

zyxy

2
5

2
5

2
3

2
3

222222

222222

33

 

.0000233

33

2
5

2
5

2
5

2
5

222222

222222

kjikyzyxxyzyxxy

jzyxxzzyxxz

 

Значить, векторне поле E  є потенціальним векторним  полем. 
Знаходимо його скалярний потенціал за формулою (2.65). 

y

y

z

z

x

x

dx
zyx

zdy
zyx

ydx
zyx

xqMU
0 0 2

3
2
3

0 2
3

)()()(
)(

2222
0

222
0

2
0

2
 

z

z

y
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x

x
zyxzyxzyx

q
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3
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2
1

0

2
1

)(

1

)(

1
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2
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0
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0

22
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2
1

2
1

2
1

)(

1

)(

1

)(

1

2
0

222
0

2
0

2
0

2
0

2
0

2 zyxzyxzyx
q  

2
1

2
1

2
1

)(

1

)(

1

)(

1

2
0

222222
0

2
0

2 zyxzyxzyx
 

.
)(

1

)(

1

2
1

2
1

2
0

222
0

2
0

2
0

r
q

zyxzyx
q  

Отже, ,)( c
r
qMU  де с  R. 

В і д п о в і д ь :  ,c
r
q  де с  R. 

 
Приклад 2.49. Векторне поле магнітної напруги лінійного струму  задане 

у вигляді )(2)( 22 jxiy
yx

IMH . Якщо векторне поле )(MH  є 

потенціальним, то знайти його скалярний потенціал. 
Р о з в � я з а н н я  
Оскільки 

2222 ;2)(
yx

x
yx

yIMH ,  

то 

0

2)(rot

2222 yx
y

yx
y

zyx

kji

IMH  
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I

122122122122
2

.0)000(4
)(
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)(
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)(
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002

222
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222
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22222
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Значить, векторне поле )(MH  є потенціальним векторним  полем. 
Знаходимо його скалярний потенціал за формулою (2.65) 

y

y

x

x

y

y

x

x
x
y

x
x

y
x

y
yIdy

yx
xIdx

yx
yIMU

0000

arctg1arctg1222)(
00

0222
0

2
0

y
x

y
xI

x
y

x
y

y
x

y
xI arcctgarctg2arctgarctgarctgarctg2

0

0

00

0

 ,arctg2arctg2arctg
2

2arctgarctg2
0

0

0

0 c
x
yI

x
yI

y
xI

y
x

x
yI  

де с  R. 

В і д п о в і д ь : ,arctg2 c
x
yI    де с  R. 

 
2.13 Гармонічне векторне поле 

 
В и з н а ч е н н я .  Векторне поле, що є водночас і соленоїдальним і 

потенціальним векторним полем, називається гармонічним векторним полем. 
На гармонічні векторні поля поширюються властивості і соленоїдальних, 

і потенціальних векторних полів. 
Якщо )(MF  � гармонічне векторне поле, то 0)(div MF , а 

)(grad)( MUMF , де U(M) � скалярний потенціал векторного поля )(MF . 
Звідси виходить, що 

,0)(graddiv MU  0)(MU  
або 

0)()()(
2

2

2

2

2

2

z
MU

y
MU

x
MU .                            (2.67) 

Функція U(M), яка задовольняє рівнянню Лапласа (2.67), називається 
гармонічною функцією. 
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2.14  Теорема Гельмгольца 

 
Теорема. Будь-яке векторне поле )(MF  можна подати у вигляді суми 

двох векторних полів, одне з яких є соленоїдальне, а друге � потенціальне. 
Д о в е д е н н я  
Нехай )(MF  � деяке векторне поле; )(1 MF  � соленоїдне векторне поле;  

)(2 MF   � потенціальне векторне поле. 

Тоді 0)(div 1 MF ; ,0)(rot 2 MF  до того ж, існує така функція U(M),  що 

)(grad)(2 MUMF . З�ясуємо, як її знайти. Згідно з властивостями 

потенціального векторного поля. .0))((gradrot)(rot 2 MUMF  

Розглянемо векторне поле )(1 MF  у вигляді )()()( 21 MFMFMF , 

звідки )(grad)()(1 MUMFMF .  

Знайдемо )(div 1 MF .  

).(graddiv)(div)(div 1 MUMFMF  
Оскільки 0)(div 1 MF , то ).(graddiv)(div MUMF   
Згідно з формулою (2.55,б) маємо 

).()(div MUMF          (2.68) 
Для знаходження функції U(M) отримали рівняння, яке має розв�язок. 

Отже, якщо можна знайти функцію U(M), то можливим є подання 
)()()( 21 MFMFMF .                                      (2.69) 

 
 

Приклади до пунктів 2.13 та 2.14 
 
Приклад 2.50. Скалярним потенціалом векторного поля сил тяжіння, яке 

утворене точковою масою, що розміщена у початку координат, є скалярне поле 

r
cMU )( , де 222||,const zyxrrc . Довести, що скалярне поле )(MU  

є гармонічним скалярним полем. 
Р о з в � я з а н н я  
Скалярне поле )(MUU  називається гармонічним або лапласовим 

скалярним полем, якщо функція U(M) задовольняє рівняння Лапласа 
0U  
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або 

0)()()(
2

2

2

2

2

2

z
MU

y
MU

x
MU . 

Знаходимо частинні похідні: 

2
3

2
1

222

222

222 2
)(

)( zyxcx
x

zyxc

zyx
c

xx
MU ; 

;32)( 2
5

2
3

2222222
2

2
zyxxzyxc

x
MU

 

;2)( 2
3

222 zyxcy
y
MU  

2
5

22222
3

222
2

2

)(3)(2)( zyxyzyxc
y

MU ; 

2
3

2222)( zyxcz
z
MU ; 

2
5

22222
3

222
2

2

)(3)(2)( zyxzzyxc
z

MU . 

Тоді  

2

2

2

2

2

2 )()()(
z

MU
y

MU
x

MU  

2
5

2222222
3

222 ))((3)(32 zyxzyxzyxc  

0)(3)(32 2
3

2222
3

222 zyxzyxc . 

Доведено, що скалярне поле є гармонічним скалярним полем. 
 
 
Приклад 2.51. Перевірити, чи є гармонічним векторне поле 

)||,()( 2 rrjyixr
r
rMF . 

Р о з в � я з а н н я  

Оскільки     j
yx

yi
yx

xMF 2222)( , 
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то 

222

222

222

222

)(
2

)(
2)(div

yx
yyx

yx
xyxMF 0)(2)(2

22

2222

yx
yxyx . 

0

)(rot

2222 yx
y

yx
x

zyx

kji

MF

 

k
y

yx
x

x
yx

y

j
z

yx
x

i
z

yx
y

22222222

 
k

y
yx

x

x
yx

y

ji
2222

00  

.0000
)(

2
)(

2
00 222222 kjik

yx
xy

yx
xy

ji  

Оскільки 0)(div MF , то векторне поле )(MF  є соленоїдальним 

векторним полем. Оскільки 0)(rot MF , то векторне поле )(MF  є 

потенціальним векторним полем. У такому разі векторне поле )(MF  є 
гармонічним векторним полем. 

В і д п о в і д ь :  )(MF  � гармонічне векторне поле 
 
Приклад 2.52. Довести, що коли скалярна функція U(M) є гармонічною 

скалярною функцією, то векторне поле U(M) є соленоїдальним та 
потенціальним векторним полем. 

Р о з в � я з а н н я  
За умовою скалярна функція U(M) є гармонічною скалярною функцією,  

0)()()(
2

2

2

2

2

2

z
MU

y
MU

x
MU . 
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Розглянемо векторне поле 

)(MU
z
MU

y
MU

x
MUMU )(;)(;)()(grad . 

Знайдемо дивергенцію векторного поля )(MU . 

0)()()(div MUMUMU . 

Виходить, що векторне поле U(M) є соленоїдальним векторним полем. 
Знайдемо ротор векторного поля U(M). 

.0)())((rot MUMU  

Виходить, що векторне поле )(MU  є потенціальним векторним полем. 
 
 
2.15 Операції векторного аналіза у криволінійних координатах 
 
Прямокутна декартова система координат, в якій були розглянуті 

операції векторного аналіза, є найбільш поширеною системою координат. Але у 
деяких випадках зручно користуватись іншими системами координат. 

Якщо між кожною точкою М тривимірного простору та трьома числами, 
взятими у певному порядку, встановлена взаємно однозначна відповідність, то 
тим самим у тривимірному просторі задана система так званих криволінійних 
координат точки М. 

Частинними випадками криволінійних координат є циліндричні та 
сферичні координати. 

У циліндричних координатах точці );;( zyxM  відповідає точка );;( zM , 
де 

.
;sin
;cos

zz
y
x

           (2.70) 

Координатні поверхні у циліндричній системі координат є наступні: 

0  � кругові циліндри, віссю симетрії яких є вісь  Oz; 

0  � півплощини, які розходяться у радіальних напрямках від осі Oz; 
z = z0 � площини, перпендикулярні до осі Oz. 
Координатні лінії у циліндричній системі координат: 
� проміні, що відповідають змінній , які перпендикулярні до осі Oz та 

починаються на осі Oz; 
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� кола з центром на осі Oz, що відповідають змінній  та лежать у 
площинах, паралельних площині xOy; 

� прямі, що відповідають змінній z  та паралельні осі Oz. 
Одиничні вектори zeee ,,  напрямлені по дотичних до координатних 

ліній та утворюють базис у циліндричній системі координат. 
У сферичних координатах точці );;( zyxM  відповідає точка );;(M , де 

.cos
;sinsin
;sincos

z
y
x

      (2.71) 

Координатні поверхні у сферичній системі координат є такі: 

0  � сфери з центром у точці О(0; 0; 0) та з радіусом 0; 

0  � кругові півконуси з віссю симетрії Oz; 

0  � півплощини, які розходяться у радіальних напрямках від осі Oz. 
Координатні лінії  у сферичній системі координат: 
проміні, що відповідають змінній   та виходять з точки О(0; 0; 0); 
лінії, що відповідають змінній    та  являють собою меридіани на сфері; 
лінії, що відповідають змінній φ  та являють собою  паралелі на сфері. 
Одиничні вектори eee ,,  напрямлені по дотичним до координатних 

ліній та утворюють базис у сферичній системі координат. 
Далі розглядаємо як основні операції векторного аналіза знаходяться у 

циліндричних та сферичних координатах. 
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Приклади до пункту 2.15 

 
Приклад 2.53. Векторне поле )(MF  задане у циліндричних координатах. 

};;sin{)( 32zMF . 
Знайти циркуляцію векторного поля )(MF  по контуру Г: 

,0
;sin

z
  

де  0  
1) безпосередньо; 
2) за теоремою Стокса. 
Р о з в � я з а н н я  
Рівняння sin  визначає коло, яке описується, коли ];0[ . Це коло 

лежить на площині хОу. 
1) Знаходимо циркуляцію по контуру Г безпосередньо за формулою 

Ц =       dzzdd 32sin . 
 
На контурі Г: 0,0 dzz , тому 

Ц = 0sin
3
1cossincossinsin

0

3

0

2

0

dd . 

2) За теоремою Стокса маємо: 
Ц = dsnMF

T
0)(rot . 

За поверхню Т візьмемо поле круга, обмеженого колом sin  на 
площині 0z . Тоді }1;0{0n . 

32sin

)(rot

z

z

eee

MF

z

zezee )cos2(3 2 . 

Знаходимо 0)(rot nMF . 

cos2))cos2(030()(rot 3
0 zeezeenMF zz . 

Тоді 
Ц = dsz

T

)cos2( . 

Г 
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Оскільки  0z , а ddds , то 

Ц = 
sin

00

coscos ddds
D

 

0sin
6
1cossin

2
1cos

2
1

0

3

0

sin

0

2

0

dd . 

 
В і д п о в і д ь : 0. 
 
Приклад 2.54. Векторне поле sin;coscos;sincos)(MF  

задане у сферичних координатах. Знайти  )(rot MF . 
Р о з в � я з а н н я  
У сферичній системі координат 

,

);;(sin);;();;(

1
sin
1

sin
1

)(rot

2

RQP

eee

MF

 

,

);;(sin);;();;(

1
sin
1

sin
1

)(rot

2

RQP

eee

MF  

тобто 

sincossincossincos

1
sin
1

sin
1

)(rot

2 eee

MF  

ee
sin
1)sinsinsinsin(

sin
1)sincoscossin( 2  

01)coscoscos(cos e . 

В і д п о в і д ь : 0. 
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КОНТРОЛЬНІ ЗАПИТАННЯ 

 
1. У чому полягає геометричний зміст похідної за напрямком? 
2. Яку характеристику векторного поля можна обчислювати за 

допомогою поверхневого інтеграла другого роду? 
3. Назовіть методи обчислювання потоку векторного поля. 
4. Що відноситься до характеристик векторного поля? 
5. Що називається дивергенцією векторного поля? 
6. У чому полягає фізичний зміст дивергенції? 
7. До яких величин належить ротор: до векторних чи до скалярних? 
8. У чому полягає фізичний зміст ротора? 
9. Яке співвідношення встановлює зв�язок між потоком та 

дивергенцією векторного поля? 
10. Сформулюйте теорему Остроградського-Гаусса у скалярній та 

векторній формах. 
11. Яку характеристику векторного поля можна обчислювати за 

допомогою криволінійного інтеграла  другого роду? 
12. У чому полягає фізичний зміст циркуляції векторного поля? 
13. За якою формулою визначається циркуляція векторного поля, якщо 

контур задано в явній формі? 
14. За якою формулою визначається циркуляція векторного поля, якщо 

контур задано у параметричній формі? 
15. Сформулюйте теорему Стокса у скалярній та векторній формах. 
16. Що спільного між теоремами Остроградського-Гаусса та Стокса? 
17. Наведіть приклади векторних полів. 
18. Яке векторне поле називається потенціальним векторним полем? 
19. Яке векторне поле називається соленоїдальним векторним полем? 
20. Що називається векторним потенціалом векторного поля? 
21. Що називається скалярним потенціалом векторного поля? 
22. Як розміщені векторні лінії соленоїдального векторного поля? 
23. Що називається ротором векторного поля? 
24. Чи можна вважати векторне поле );;(grad zyxU  потенціальним 

векторним полем? 
25. Що являють собою оператори Гамільтона та Лапласа? 
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ПЕРЕВІРНІ ТЕСТИ 

 
1. Задане скалярне поле 

U(M) = 4x � 3y + 2z. 
Яке з тверджень є справедливим: 
1) поверхнями рівня скалярного поля U(M) є сім�я параболоїдів; 
2) поверхнями рівня скалярного поля U(M) є сім�я паралельних площин; 
3) поверхнями рівня скалярного поля U(M) є сім�я концентричних сфер; 
4) інша відповідь? 
 
2. Задане скалярне поле 

119
)(

22 yxMU . 

Яке з тверджень є справедливим: 
1) до ліній рівня скалярного поля U(M) належить еліпс 

1
1118

22 yx ; 

2) до ліній рівня скалярного поля U(M) належить еліпс 

1
229

22 yx ; 

3) до ліній рівня скалярного поля U(M) належить еліпс 

1
2218

22 yx ; 

4) інша відповідь? 
 
3. Задане скалярне поле 

4916
)(

222 zyxMU . 

Яке з тверджень є справедливим: 
1) до поверхонь рівня скалярного поля U(M) належить однопорожнинний 

гіперболоїд  

1
4916

222 zyx ; 

2) до поверхонь рівня скалярного поля U(M) належить однопорожнинний 
гіперболоїд  

1
4090160

222 zyx ; 
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3) до поверхонь рівня скалярного поля U(M) належить однопорожнинний 
гіперболоїд  

1
4916

222 zyx ; 

4) інша відповідь? 
 
4. Задані скалярне поле   

2)( zyexeMU xy , 

вектор }1;1;1{l  та точка М0(3; 0; 2).  
Яке з тверджень є справедливим: 

1) 3)( 30 e
l
MU ; 2) 

3
)( 3

0 e
l
MU ;   

3) 3)( 30 e
l
MU ; 4) інша відповідь? 

 
5. Задані скалярне поле 

22

2
1)( yxMU , 

вектор }3;4{l  та точка М0(2; �1).  
Яке з тверджень є справедливим: 

1) 6,2)( 0

l
MU ;  2) 26)( 0

l
MU ; 

3) 26,0)( 0

l
MU ; 4) інша відповідь? 

 
6. Задані скалярне поле   

zyexMU 643)( 22  
та точка М0(1; �1; 2).  

Яке з тверджень є справедливим: 
1) }6;8;6{)(grad 0MU ; 2) }2;8;6{)(grad 0MU ; 

3) }6;4;3{)(grad 0MU ; 4) інша відповідь? 
 
7. Задані скалярне поле   

xyzxMU 4)( 2  
точки М1(1; 2; �1) та М2(2; 1; �1).  
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Яке з тверджень є справедливим: 
1) вектори )(grad 1MU  та )(grad 2MU  колінеарні; 

2) вектори )(grad 1MU  та )(grad 2MU  перпендикулярні; 

3) вектори )(grad 1MU  та )(grad 2MU  утворюють кут 
3

; 

4) інша відповідь? 
 
8. Задані векторне поле 

kzjzyixMF 323 794)(  
та точка М0(0; 1; �1). 

Яке з тверджень є справедливим: 
1) 32)(div 0MF ; 2) 32)(div 0MF ; 

3) 0)(div 0MF ;  4) інша відповідь? 
 
9. Задані векторне поле 

kzjyiyxMF 245)( 2  
та точка М0(1; 2; �2). 

Яке з тверджень є справедливим: 
1) 23)(div 0MF ; 2) 5)(div 0MF ; 

3) 0)(div 0MF ;  4) інша відповідь? 
 
10. Задані скалярне поле 

222)( xyzzxyyzxMU  
та точка М0(1; 1; 0). 

Яке з тверджень є справедливим: 
1) 2)(graddiv 0MU ; 2) 4)(graddiv 0MU ; 

3) 6)(graddiv 0MU ; 4) інша відповідь? 
 
11. Задані скалярне поле 

2222 95)( yxzxMU  
та точка М0(2; �1; 0). 

Яке з тверджень є справедливим: 
1) 0)(gradrot 0MU ; 2) 1)(gradrot 0MU ; 

3) 1)(gradrot 0MU ; 4) інша відповідь? 
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12. Задані векторне поле 
}6;5;4{)( 23 zyxMF  

та точка М0(0; 1; �1). 
Яке з тверджень є справедливим: 
1) 0)(rotrot 0MF ; 2) 4)(rotrot 0MF ; 

3) 6)(rotrot 0MF ; 4) інша відповідь? 
 
13. Задані векторне поле 

};;{)( 222222 xzzyyxMF  
та точка М0(1; �1; 1). 

Яке з тверджень є справедливим: 
1) 0)(rotdiv 0MF ; 2) 1)(rotdiv 0MF ; 

3) 2)(rotdiv 0MF ; 4) інша відповідь? 
 
14. Задані векторне поле 

};;{)( 222 zxyxyzxyzMF  
та точка М0(2; �1; 2). 

Яке з тверджень є справедливим: 
1) }3;1;0{)(divgrad 0MF ;  2) }11;14;8{)(divgrad 0MF ; 

3) ;}1;2;2{)(divgrad 0MF   4) інша відповідь? 
 
15. Задане соленоїдальне векторне поле 

};0;0{)( yx eeMF . 
Яке з тверджень є справедливим: 
1) векторний потенціал соленоїдального векторного поля має вигляд 

}0;;0{)( yx xeeM ; 
2) векторний потенціал соленоїдального векторного поля має вигляд 

};0;0{)( yx xeyeM ; 
3) векторний потенціал соленоїдального векторного поля має вигляд 

};0;0{)( yxeM ; 
4) інша відповідь? 
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16. Задане соленоїдальне векторне поле 
}1;1;1{)(MF . 

Яке з тверджень є справедливим: 
1) векторний потенціал соленоїдального векторного поля має вигляд 

};;0{)( xyxM ; 
2) векторний потенціал соленоїдального векторного поля має вигляд 

};0;{)( xyxM ; 
3) векторний потенціал соленоїдального векторного поля має вигляд 

};0;0{)( xyM ; 
4) інша відповідь? 
 
17. Задано потенціальне векторне поле 

};;2{)( 22 yxzxxyzMF . 
Яке з тверджень є справедливим: 
1) скалярний потенціал потенціального векторного поля має вигляд 

yzxMU 2)( ; 
2) скалярний потенціал потенціального векторного поля має вигляд 

zxyMU 2)( ; 
3) скалярний потенціал потенціального векторного поля має вигляд 

2)( xyzMU ; 
4) інша відповідь? 
 
18. Задано потенціальне векторне поле 

kxyjxziyzMF )1()( . 
Яке з тверджень є справедливим: 
1) скалярний потенціал потенціального векторного поля має вигляд 

xyzxMU )( , де с = const; 
2) скалярний потенціал потенціального векторного поля має вигляд 

xyzyMU )( , де с = const; 
3) скалярний потенціал потенціального векторного поля має вигляд 

xyzzMU )( , де с = const; 
4) інша відповідь? 
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19. Задано потенціальне векторне поле 
};;{)( 321 CCCMF , 

де С1, С2, С2  � const. 
Яке з тверджень є справедливим: 
1) скалярний потенціал потенціального векторного поля має вигляд 

CzCyCxCMU 321)( ; 
2) скалярний потенціал потенціального векторного поля має вигляд 

))(()( 321 zyxCCCMU ; 
3) скалярний потенціал потенціального векторного поля має вигляд 

CzCyCxCMU 2
3

2
2

2
1)( ; 

4) інша відповідь? 
 
20. Задано потенціальне векторне поле 

};;{)( 222222 yxzxzyMF . 
Яке з тверджень є справедливим: 
1) };;{4)(2 zyxMF ;  2) };;{)(2 zyxMF ; 

3) 0)(2 MF ;   4) інша відповідь? 
 
21. Задані векторне поле 

};2;{)( xzyMF  
та замкнений контур 

,0
;2:

2222

yx
Rzyx  

який обходиться у додатному напрямку. 
Яке з тверджень є справедливим: 
1) циркуляція векторного поля )(MF  по контуру Г дорівнює 23Ц R ; 

2) циркуляція векторного поля )(MF  по контуру Г дорівнює 2Ц R ; 

3) циркуляція векторного поля )(MF  по контуру Г дорівнює 3Ц ; 
4) інша відповідь? 
 
22. Задані векторне поле 

};;{)( 222 yxzMF  
та замкнений контур 
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,
;:

2222

Rzyx
Rzyx  

який обходиться у додатному напрямку. 
Яке з тверджень є справедливим: 

1) циркуляція векторного поля )(MF  по контуру Г дорівнює
 

3

3
4Ц R ; 

2) циркуляція векторного поля )(MF  по контуру Г дорівнює 
34Ц R ; 

3) циркуляція векторного поля )(MF  по контуру Г дорівнює 
3Ц R ; 

4) інша відповідь? 
 
23. Задане векторне поле 

.;)(
222222 zyx

y
zyx

xMF  

Яке з тверджень є справедливим: 
1) векторне поле )(MF  у сферичних координатах має вигляд 

eMF sin)( ; 

2) векторне поле )(MF  у сферичних координатах має вигляд 

eMF cos)( ; 

3) векторне поле )(MF  у сферичних координатах має вигляд 

eMF sin)( ; 
4) інша відповідь? 
 
24. Задане векторне поле 

22;;)( yxzyzxzMF . 
Яке з тверджень є справедливим: 
1) векторне поле )(MF  у циліндричних координатах має вигляд 

)()( zeezMF ; 

2) векторне поле )(MF  у циліндричних координатах має вигляд 

zeeMF )( ; 

3) векторне поле )(MF  у циліндричних координатах має вигляд 

zeeeMF ;;)( ; 

4) інша відповідь? 
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25. Задане векторне поле 

.;;)(
222222222 zyx

z
zyx

y
zyx

xMF  

Яке з тверджень є справедливим: 
1) векторне поле )(MF  у циліндричних координатах має вигляд 

ze
z

zee
z

MF
2222

;;)( ; 

2) векторне поле )(MF  у циліндричних координатах має вигляд 

zezeeMF ;;)( ; 

3) векторне поле )(MF  у циліндричних координатах має вигляд 

ze
z

ee
z

MF
2222

1;;1)( ; 

4) інша відповідь? 
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ТРЕНУВАЛЬНІ ВПРАВИ 

 
1. Задані скалярне поле );;( zyxfU ,  точки );;( 111 zyxA  та );;( 222 zyxB . 

 
Знайти: 
1) градієнт скалярного поля );;( zyxfU  у точці А; 

2) похідну за напрямком вектора ABS   та обчислити її значення у точці А. 
 

№ 
завдання U = f(x; y; z) A(x1; y1; z1) B(x2; y2; z2) S  

1.01 zxyyxU 32  A(1; 1; 2) В(2; 3; 1) AB  

1.02 23 xyyzxU  A(1; 1; 3) В(3; �1; 2) AB  

1.03 22 xyyxU  A(3; 1; 3) В(4; 0; 2) AB  

1.04 zxyxyU 2  A(2; 2; 1) В(5; 1; 1) AB  

1.05 
z
yzxyU 2  A(2; 1; 1) В(3; 2; �1) AB  

1.06 xzyzxU 23  A(2; �1; 1) В(3; 1; 0) AB  

1.07 222 zxyyzxU  A(1; 1; 2) В(3; 4; 1) AB  

1.08 22 yx
yzxU  A(�1; �2; 1) � jiS 125  

1.09 22 yx
xyzU  A(2; �1; �1) � kjiS  

1.10 
z

xyU
2

arctg  A(3; 2; 1) В(2; 2; 3) AB  

1.11 22 yxyzxU  A(1; 1; �1) В(0; 3; 1) AB  

1.12 yzzxyU 44  A(1; 2; 2) � kjiS 22  

1.13 zxyzU 54  A(�1; 2; 1) � kiS 23  
 
Задані скалярне поле U = f(x; y; z), точка A(x1; y1; z1) та вектор S . 
Знайти: 
1) градієнт скалярного поля U = f(x; y; z) у точці А; 
2) похідну за напрямком вектора S  та обчислити її значення у точці А. 
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№ 
завдання 

U = f(x; y; z) A(x1; y1; z1) B(x2; y2; z2) S  

1.14 )(arctg xyzU  A(1; 2; 3) � kjiS 34  
1.15 xz

y
xU 42  A(2; 1; �1) � jiS 43  

1.16 )ln( 2 yzxU  A(1; �1; 2) � jiS 43  

1.17 
x
yzU arctg  A(1; 2; 1) � kjiS 326  

1.18 )23ln( zyxU  A(1; 1; 1) В(2; 3; 4) AB  
1.19 xyzxU 23  A(3; �1; �2) � kjiS 632  

1.20 zxyyxU 33  A(2; 1; 2) В(0; 1; 2) AB  
1.21 yxzxU 233  A(1; �1; 1) В(3; 4; �1) AB  
1.22 )ln( 2 yxzyxU  A(1; 1; �2) В(2; 4; 2) AB  
1.23 xzyzxU 54  A(�2; 1; 1) � jiS 23  

1.24 222 xyzxyU  A(1; 3; 2) В(4; 5; 2) AB  
1.25 233 zyzxU  A(�1; 1; 1) В(2; 3; 1) AB  
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2. Задані векторне поле kFjFiFMF zyx)(  та площина 

0DCzByAx , яка разом з координатними площинами утворює піраміду . 
Нехай 1  � основа піраміди, яка належить площині Р; Г � контур, що обмежує  

поверхню 1 ; n  � нормаль до зовнішньої сторони поверхні 1 . 

Знайти: 
1) потік векторного поля )(MF  через поверхню 1  у напрямку нормалі n ; 

2) циркуляцію векторного поля )(MF  по замкненому контуру Г 
безпосередньо та за теоремою Стокса; 

3) потік векторного поля )(MF  через повну поверхню  піраміди у 

напрямку зовнішньої нормалі n  до поверхні  безпосередньо та за теоремою 
Остроградського-Гаусса. 

2.01. jzixF , 

.0;0;0
);(12

: 1

zyx
zyx

 

2.02. jixzF , 

.0;0;0
);(12

: 1

zyx
zyx

 

2.03. kzyF )(2 , 

.0;0;0
);(62

: 1

zyx
zyx

 

2.04. jziyxF 2)( , 

.0;0;0
);(623

: 1

zyx
zyx

 

2.05. kyixyF )2( , 

.0;0;0
);(2

: 1

zyx
zyx

 

2.06. kziyzF 3)2( , 

.0;0;0
);(12

: 1

zyx
zyx

 

2.07. jyixF , 

.0;0;0
);(12

: 1

zyx
zyx

 

2.08. kjxzF , 

.0;0;0
);(122

: 1

zyx
zyx

 

2.09. jzixyF , 

.0;0;0
);(12

: 1

zyx
zyx

 

2.10. jzyixzF , 

.0;0;0
);(1

: 1

zyx
zyx

 

2.11. jzixF , 

.0;0;0
);(62

: 1

zyx
zyx

 

2.12. kziyF , 

.0;0;0
);(12

: 1

zyx
zyx
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2.13. jyizF , 

.0;0;0
);(12

: 1

zyx
zyx

 

2.14. kzixyF , 

.0;0;0
);(3

: 1

zyx
zyx

 

2.15. kziyF , 

.0;0;0
);(12

: 1

zyx
zyx

 

2.16. kizxF )( , 

.0;0;0
);(12

: 1

zyx
zyx

 

2.17. jizyF )( , 

.0;0;0
);(623

: 1

zyx
zyx

 

2.18. kziyF 2 , 

.0;0;0
);(3

: 1

zyx
zyx

 

2.19. kziyF , 

.0;0;0
);(6

: 1

zyx
zyx

 

2.20. kixF , 

.0;0;0
);(62

: 1

zyx
zyx

 

2.21. kxzF , 

.0;0;0
);(2

: 1

zyx
zyx

 

2.22. kziyzF , 

.0;0;0
);(22

: 1

zyx
zyx

 

2.23. kjyF 4 , 

.0;0;0
);(62

: 1

zyx
zyx

 

2.24. kjyF 2 , 

.0;0;0
);(6

: 1

zyx
zyx

 

2.25. ixzF , 

.0;0;0
);(2

: 1

zyx
zyx
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3. Задані векторне поле kzjyiyxMF 245)( 2  та замкнена  

поверхня , що складається з поверхні другого порядку 1 та площин. Поверхня 

1 обмежена контуром Г; n  нормаль до зовнішньої сторони поверхні 1. 
Знайти: 
1) потік векторного поля  )(MF  через зовнішню сторону поверхні 1; 

2) циркуляцію векторного поля )(MF  по замкненому контуру Г 
безпосередньо та за теоремою Стокса; 

3) потік векторного поля )(MF  через зовнішню сторону замкненої 

поверхні  безпосередньо та за теоремою Остроградського-Гаусса. 
 
3.01. kjzixyF , 

.0;0;0
);(1: 1

222

zyx
zyx

 

3.02. jzixyF 2 , 

.0;0;0
);(1: 1

2

zyx
zxy

 

3.03. kyjyixyzF 2 , 

.0;2;1
);(2: 1

2

yxx
yz  

3.04. kjzixyF , 

.1;0;0;0
);(4: 1

22

zzyx
yx  

3.05. kziyF , 

.2;0;0;0
);(2: 1

2

yzyx
xz  

3.06. kyjxixyF 2 , 

.1;0;0
);(: 1

22

zyx
yxz  

3.07. kyzixyF 2 , 

.1;0;0;0
);(4: 1

22

zzyx
yx  

3.08. kxjxyizF 2 , 

.3;0;0;0
);(1: 1

2

yzyx
xz  

3.09. kxyjyiF 2 , 

.2;0;0;0
);(1: 1

22

zzyx
yx  

3.10. kjxyizF , 

.2;0;0
);(: 1

22

zyx
yxz  

3.11. kjixyzF , 

.2;0;0;0
);(2: 1

2

yzyx
xz  

3.12. kjxyixF , 

.2;0;0;0
);(4: 1

2

yzyx
zx  
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3.13. kxzjiyF , 

.1;0;0;0
);(9: 1

22

zzyx
yx  

3.14. kyixyF , 

.2;0;0
);(: 1

22

zyx
yxz  

3.15. kjixzF , 

.1;0;0;0
);(4: 1

22

xzyx
zy  

3.16. kzxiyF , 

.1;0;0;0
;)(: 1

22

xzyx
xzy  

3.17. kjxyizF , 

.2;0;0;0
);(1: 1

22

xzyx
zy  

3.18. kzixyF , 

.3;0;0;0
);(1: 1

22

zzyx
yx  

3.19. kixyF , 

.1;0;0;0
);(1: 1

22

xzyx
zy  

3.20. kxjxyizF 2 , 

.2;0;0;0
);(2: 1

2

yzyx
xz  

3.21. kzxjyixF , 

.2;0;0;0
);(1: 1

22

zzyx
yx  

3.22. jyixF 2 , 

.3;0;0
);(: 1

22

zyx
zyx  

3.23. kzjixzF , 

.0;2;1;0
);(1: 1

2

zyyx
xz  

3.24. kzjyixF 22)21( , 

.4;0;0
);(: 1

222

zyx
zyx  

3.25. kzjyixF , 

.0;1
);(: 1

222

xz
zyx  
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4. Перевірити, чи є векторне поле  :)( kFjFiFMF zyx  
1) соленоїдальним; 
2) потенціальним. 
Якщо векторне поле  )(MF   є потенціальним векторним полем, то знайти 

його потенціал. 
4.01. kxyzjxzyiyzxF )4()4()4( . 

4.02. kxyzjxzyiyzxF )()()( . 

4.03. kxyzjxzyiyzxF )52()52()52( . 

4.04. kxyzjxzyiyzxF )3()3()3( . 

4.05. kxyzjxzyiyzxF )5()5()5( . 

4.06. kxyzjxzyiyzxF )45()45()45( . 

4.07. kxyzjxzyiyzxF )2()2()2( . 

4.08. kxyzjxzyiyzxF )27()27()27( . 

4.09. kxyzjxzyiyzxF )3()3()3( . 

4.10. kxyzjxzyiyzxF )5()5()5( . 

4.11. kxyzjxzyiyzxF )32()32()32( . 

4.12. kxyzjxzyiyzxF )59()59()59( . 

4.13. kxyzjxzyiyzxF )3()3()3( . 

4.14. kxyzjxzyiyzxF )7()7()7( . 

4.15. kxyzjxzyizyxF )10()10()10( . 

4.16. kxyzjxzyixyxF )2()2()( . 

4.17. kxyzjxzyiyzxF )32()32()32( . 

4.18. kzxyjyxzixyzF )3()3()3( . 

4.19. kxyzjxzyiyzxF )2()2()2( . 

4.20. kzxyjyxzixyzF )2()2()2( . 

4.21. kxyzjxzyiyzxF )42()42()42( . 

4.22. kxyzjxzyiyzxF )4()4()4( . 

4.23. kxyzjxzyiyzxF )10()10()10( . 

4.24. kxyzjxzyiyzxF )2()2()2( . 

4.25. kxyzjxzyiyzxF )9()9()9( . 
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ЗАДАЧІ ДЛЯ САМОСТІЙНОГО РОЗВ�ЯЗУВАННЯ 

 
Задача 1. Задане скалярне поле  

222)( zyxMU . 
Знайти поверхню рівня скалярного поля, яка проходить через точку (1; 2; 1). 

Задача 2. Знайти лінії рівня скалярного поля 

x
yMU

2
ln)( . 

Задача 3. Знайти похідну скалярного поля 

2)( 22 xzyxMU  

у напрямку вектора  21MM , якщо задані точки М1(1; 1; �1); М2(2; �1; 3). 

Задача 4. Знайти похідну скалярного поля 

x
yMU arctg)(  

у точці М0(2; �2), що лежить на колі  04 22 yxx  у напрямку цього кола. 
Задача 5. Знайти похідну скалярного поля 

22)( yxyMU  

у точці )1;2(0M , що лежить на еліпсі  42 22 yx   за напрямком зовнішньої 
нормалі до еліпсу у точці М0. 

Задача 6. Задане скалярне поле 
zy

xMU arctg)(  та точки М1(1; 1; 0); 

М1(�1; 0; 1). Знайти кут між векторами )(grad 1MU  та )(grad 2MU . 

Задача 7. Знайти найбільшу швидкість змінення скалярного поля 

)4(ln)( 222 zyxMU  
у точці М0(0; 1; 2). 

Задача 8. Довести, що 

)(1arctggrad)( 22 jxiy
yxx

yMU . 

Задача 9. Знайти векторні лінії векторного поля )(grad)( xyzMF . 

Задача 10. Знайти потік векторного поля };;{)( zyxMF  через ту 
частину площини 01zy , яка розміщується у першому октанті та 
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відтинається площиною х � 2 = 0, якщо нормаль до площини 01zy  з 
додатим напрямом осі Oz утворює тупий кут. 

Задача 11. Знайти потік векторного поля }21;2;2{)( zyxMF  через 

зовнішню сторону замкненої поверхні Т, утвореної поверхнями  zyx 2122  
та 0z . 

Задача 12. Знайти потік векторного поля }34;13;32{)( zyxMF  
через зовнішню сторону поверхні Т, що являє собою ту частину площини  

3015610 zyx , яка розміщена у першому октанті. 

Задача 13. Знайти потік векторного поля }1;;{)( 22 yxyxMF  через 

зовнішню сторону однопорожнинного гіперболоїда 122 yxz , 

обмеженого площинами z = 0 та 3z . 
Задача 14. Знайти потік векторного поля };;3{)( zyxMF  через 

зовнішню сторону поверхні zyx 922 , яка розміщується у першому 
октанті. 

Задача 15. Знайти потік векторного поля };;{)( 2zyzxzMF  через 

поверхню Т, що являє собою ту частину сфери  9222 zyx , яка розміщена 
над площиною  2z . 

Задача 16. Знайти дивергенцію векторного поля 

3
2

3
2

3
2

)(

1;
)(

1;
)(

1)(
zyxzyxzyx

MF . 

Задача 17. Користуючись теоремою Остроградського-Гаусса, знайти 

потік векторного поля };;{)( 333 zyxMF  через зовнішню сторону поверхні 
куба 5||,5||,5|| zyx . 

Задача 18. Користуючись теоремою Остроградського-Гаусса, знайти 
потік векторного поля };;{)( xyzxyzMF  через зовнішню сторону 
замкненої поверхні 

.0
;0

;1
;1

:

y
x

zyx
zyx

T  
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Задача 19. Користуючись оператором Гамільтона, довести, що вектор 
напруги H  магнітного поля задовольняє хвильовому рівнянню 

,
2

2

2

Hc
t
H  

де  � коефіцієнт електричної проникливості;  � коефіцієнт магнітної 
проникливості; с � швидкість світла у порожнині. 

Задача 20. Знайти векторний потенціал соленоїдального векторного поля   
kxjziyMF 666)( 2 . 

Задача 21. Знайти векторний потенціал соленоїдального векторного поля  

}2;2;{)( 222

zxyzeyzyeMF xx . 
Задача 22. Довести, що коли скалярна функція U(M) є гармонічною, то 

векторне поле )(MU  є соленоїдальним та потенціальним векторним полем. 

Задача 23. Довести, що векторне поле 2)(
r
rMF  є гармонічним 

векторним полем ).||,( zrkzjyixr  
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ВІДПОВІДІ ДО ЗАДАЧ ДЛЯ САМОСТІЙНОГО РОЗВ�ЯЗУВАННЯ 

 

Задача 1. 2222 zyx . 
Задача 2. cyx2 . 

Задача 3. 
7
213 . 

Задача 4. 
4
1 . 

Задача 5. 
3

)122(2 . 

Задача 6. 
3
1arccos . 

Задача 7. 3ln)43(
9
4)(grad kiMU ; 3ln

9
20

maxV . 

Задача 8. 
,

;2222

czy
Rzyx  де c = const; R = const. 

Задача 9. K = �2. 

Задача 10. 
2

K . 

Задача 11. 
2

69K . 

Задача 12. 32K . 

Задача 13. 
8
81K . 

Задача 14. 45K . 

Задача 15. 
3
5

)(

2

zyx
. 

Задача 16. 5524 . 
Задача 17. 0. 
Задача 18. 60K . 

Задача 19. }62;3;0{)( 22 xzyxM  

Задача 20. }2;;0{)(
22 xyzyzexzM x . 

Задача 21. Векторне поле є потенціальним векторним полем. 
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