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МОДЕЛЮВАННЯ ПОКАЗНИКІВ QOS У СМО З УРАХУВАННЯМ 

САМОПОДІБНОГО ТРАФІКА: ПІДХІД НА ОСНОВІ РОЗПОДІЛУ ВЕЙБУЛЛА 

 

Анотація. Досліджено вплив властивості самоподібності трафіка на якісні 

показники функціонування систем масового обслуговування (СМО). Побудовано 

математичну модель одноканальної СМО M/M/1/∞ з найпростішим потоком та узагальнено 

її на випадок вхідного потоку, описаного розподілом Вейбулла, що репрезентує 

самоподібність (параметр Херста H=0,6-0,8). Порівняльний аналіз середнього часу 

очікування, часу перебування заявки в системі, довжини черги та кількості заявок показав 

збільшення цих величин у 2-8 разів при H→0,8 порівняно з пуассонівською моделлю, що 

доводить необхідність урахування самоподібності при проектуванні сучасних 

телекомунікаційних мереж. 

 

Результати численних емпіричних досліджень показали, що інтернет-трафік має 

властивість самоподібності, яка проявляється у вигляді довготривалої кореляції між подіями, 

а також наявності важкого хвоста у розподілі інтервалів між заявками. Така поведінка 

відрізняється від традиційних моделей, які базуються на припущенні про найпростіший 

(пуассонівський) потік. Ігнорування цієї властивості призводить до значних похибок при 

розрахунках характеристик систем масового обслуговування. У даній роботі досліджено 

вплив самоподібності на СМО шляхом використання Вейбуллівського розподілу, що 

наближує статистичні властивості реального інтернет-трафіку. 

Метою є кількісна оцінка розбіжностей між показниками СМО з пуассонівським та 

самоподібним (Вейбуллівським) вхідним потоком і формулювання практичних рекомендації.  

У класичній теорії СМО, зокрема в моделі M/M/1, використовується припущення про 

незалежність подій та експоненційний розподіл часу між надходженням заявок і їх 
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обслуговуванням [1], що значно спрощує математичний аналіз. Основною перевагою цієї 

моделі є аналітична зручність і наявність замкнених формул для основних характеристик 

(затримки, черги, завантаження тощо). Однак з часом було виявлено, що багато реальних 

потоків, зокрема в інтернет трафіку, не відповідають таким припущенням.  

Зокрема, у 1990-х роках у серії класичних досліджень (W. Leland, M. Taqqu, W. 

Willinger, D. Wilson) [2] було встановлено, що інтернет-трафік має властивість 

самоподібності, яка проявляється в тому, що поведінка трафіку зберігається при 

масштабуванні часової осі.  

Самоподібність – це статистична властивість трафіку, яка проявляється у вигляді 

довготривалої кореляції між подіями. Інтернет-трафік, зокрема у соціальних мережах, 

демонструє поведінку, за якої збільшення часової шкали не «згладжує» трафік, як це 

характерно для пуассонівських потоків. Така властивість описується параметром Херста [3] 

H∈(0.5;1). Чим ближче H до 1, тим виразніше проявляється самоподібність, зокрема у вигляді 

«сплесків» та «важких хвостів» у розподілах. 

Для обґрунтування вибору статистичної моделі, придатної для опису самоподібного 

трафіку, було проведено порівняльний аналіз функцій розподілів. Встановлено, що функції з 

експоненційним розподілом та  розподілом Вейбулла [4] мають характер показової функції, 

тоді як функція розподілу Парето має характер степеневої функції. Така відмінність 

призводить до принципово різних властивостей моделі. Крім того, розподіл Вейбулла має 

важливу асимптотичну властивість: при H=0,5 він збігається з експоненційним розподілом, 

що відповідає пуассонівському вхідному потоку. Таким чином, використання розподілу 

Вейбулла дозволяє узагальнити класичну модель та забезпечити поступовий перехід від 

випадку без самоподібності до режиму з довготривалими кореляціями при H>0,5. 

Науково обґрунтовану позицію щодо доцільності використання розподілу Вейбулла 

при опису СМО із властивостями самоподібності можна бачити в наукових роботах [5-7]. 

Було сформульовано відповідні формули, які описують основні показники 

ефективності функціонування СМО: середній час перебування заявки в системі Wсист, 

середній час очікування Wоч , середню довжину черги L та середню кількість заявок у 

системі Q. У цих формулах ураховується вплив коефіцієнта самоподібності σ, який є 

функцією від параметра Херста та коригує стандартні експоненціальні вирази для більш 

точної апроксимації реального процесу. 

Для розрахунку зазначених показників використовуються наступні формули [8]: 

Таблиця 1 – Формули для виконання розрахунків 

 

Показник Пуассон (М/М/1/∞) Вейбулл (М/М/1/∞) 

Середня кі-сть 

заявок в СМО (Q) 
𝑄 =

𝜌

1 − 𝜌
 𝑄 =

𝜌

1 − 𝜎
 

Середня 

довжина черги (L) 𝐿 =
𝜌2

1 − 𝜌
 𝐿 =

𝜌 ∙ 𝜎

1 − 𝜎
 

Середній час 

перебування заявки в 

системі  (Wсист) 

𝑊сист =
1

𝜇 ∙ (1 − 𝜌)
 𝑊сист =

1

𝜇 ∙ (1 − 𝜎)
 

Середній час 

очікування заявки в 

черзі (Wоч) 

𝑊оч =
𝜌

𝜇 ∙ (1 − 𝜌)
 𝑊оч =

𝜎

𝜇 ∙ (1 − 𝜎)
 

Для доведення важливості врахування фактору самоподібності проведено графічне 

порівняння показників якості обслуговування при розподілі Пуассона і розподілі Вейбулла, 

використовуючи представлені формули. 
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Для розрахунку значення σ (сігми) для параметру Херста рівним 0,6, 0,7 та 0,8 було 

використано програмне забезпечення “Matlab” та ПЗ “Excel” для розрахунку формул для 

отриманих значень та побудови і дослідження графіків.  

Будуючи графіки для кожного показника якості обслуговування, зображається 

залежність відповідного показника від інтенсивності навантаження для кожного параметру 

Херста, зокрема Н=0,5, що відповідає розподілу Пуассона, та Н={0,6 0,7 0,8}, що відповідає 

розподілу Вейбулла (як ознака самоподібності). 

Деякі результати представлені у вигляді графіків залежностей кожного з показників 

від параметра Н [9, 10]. 

  
Рисунок 1 – Середній час 

перебування заявки в системі при різних 

значеннях параметру Херста для µ = 1,25 

Рисунок 2 – Середній час очікування 

заявки при різних значеннях параметру 

Херста для µ = 2 

  
Рисунок 3 – Довжина черги заявок 

при різних значеннях параметру Херста для 

µ = 2,25 

Рисунок 4 – Середня кількість заявок 

при різних значеннях параметру Херста для  

µ = 2,75 

Аналізуючу результати залежностей показників самоподібного потоку від 

найпростішого потоку, їх можна об’єднати вирахувавши середнє значення залежностей між 

різнми інтенсивностями обслуговування для кожного показника якості обслуговування і 

отримуємо такі інтервали змін середніх значень: 

Таблиця 2 – Інтервали змін середніх значень показників якості обслуговування 

H ΔWсист ΔWоч ΔL ΔQ 

0,6 1,2-1,3 1,3-1,5 1,3-2 1,1-1,3 

0,7 1,5-2 2,1-2,5 1,8-3,3 1,4-2 

0,8 2,7-5 5,3-6,3 5,3-8,3 2,6-5 

З таблиці видно, що найбільш чутливим показником щодо врахування фактора 

самоподібності є показники середнього часу очікування Wоч  та середдньої довжини черги L, 

для яких розбіжність у показниках у порівнянні із розподлом Пуассона складає до 6-8 разів. 
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Решта показників теж вразлива щодо обрання умов функціонування інформаційної системи, 

оскільки розбіжністю у 2-3 разів теж нехтувати не можна. 

 

Висновки 

Результати проведеного моделювання свідчать про істотний вплив самоподібності 

вхідного трафіку на характеристики систем масового обслуговування. При зростанні 

параметра Херста H спостерігається багаторазове погіршення показників якості 

обслуговування – зокрема, середній час очікування та довжина черги можуть збільшуватися у 

2-8 разів. Модель на основі розподілу Вейбулла забезпечує узагальнення класичних підходів і 

дозволяє точно описати перехід від пуассонівської до самоподібної поведінки трафіку. 

Подальші дослідження планується спрямувати на розширення представленої моделі 

до випадку багатоканальної СМО з обмеженою чергою, де вплив самоподібності може 

виявлятися інакше внаслідок одночасного обслуговування кількох заявок та наявності 

ймовірності втрат. Такий підхід дозволить сформулювати прикладні рекомендації щодо 

ефективного використання системних ресурсів в умовах трафіку з довготривалою 

залежністю. 
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