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dx 

Означення диференцiйовностi та похiдної. Геометри- 
чний сенс. Зв’язок з неперервнiстю, одностороннi похi- 
днi. Властивостi похiдних (лiнiйнiсть, похiдна добутку 
та вiдношення, похiдна композицiї та оберененої фун- 
кцiй). 

Означення 1. Нехай функцiя f означена на iнтервалi (a, b) 

i точка x0 (a, b). Якщо iснує скiнченна границя lim 
x→x0 

f(x)−f(x0) 

x−x0 

то вона називається похiдною функцiї f в точцi x0 i позначає- 

ться f j (x0), або df (x0), Df (x0). 

Означення 2. Нехай функцiя f означена на iнттервалi 
(a, b) i точка x0  ∈ (a, b). Функцiю f назвемо диференцiйовною 
в точцi x0, якщо iснує така стала A (що залежить вiд x0 i не 
залежить вiд x), що справедлива рiвнiсть 

f (x) − f (x0) = A (x − x0) + r(x), 

де r(x) = o (x − x0) (x → x0). 

Коротше означення диференцiйовностi можна записати у 
наступному виглядi: 

f (x) − f (x0) = A (x − x0) + o (x − x0) (x → x0) . 

Легко бачити, що цi два означення еквiвалентнi у тому сен- 
сi, що диференцiйовнiсть функцiї рiвносильна iснуванню похi- 
дної, тобто справедлива 

Теорема. Функцiя f диференцiйовна в точцi x0 ∈ (a, b) 
тодi i лише тодi, коли у f iснує похiдна в точцi x0 i при 
цьому A = f j(x0). 

Сенс диференцiйовностi полягає в тому, що в деякому околi 
точки x0 функцiя f може бути зображена у виглядi лiнiйної 
функцiї l(x)  =  f (x0)  +  f j    (x0)  (x−x0)  наближено з точнiстю 
нескiнченно малої бiльш високого порядку, нiж (x− 
x →x0. 

x0) при 

Зв’язок мiж диференцiйовнiстю i неперервнiстю встанов- 
лює наступна 

∈ , 
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Теорема. Якщо функцiя f диференцiйовна в точцi x0, то 
вона неперервна в цiй точцi. 

Оберене твердження не має мiсця, тобто iз неперервностi 
функцiї f не випливає її диференцiйовнiсть. Прикладом може 
бути функцiя  f (x)  =  x| |, яка  є неперервною в точцi  x0    =  0, i 

для якої вираз 
 

f (x) − f (x0) 

x − x0 

= 
|x| 

x 
= signx 

не має границi при x→0 i, отже функцiя f не має похiдної в 
точцix0 = 0. Таким чином, f не є диференцiйовною в нулi. 

Отже, неперервнiсть є необхiдною, але не достатньою умо- 
вою диференцiйовностi. Iншими словами, якщо функцiя роз- 
ривна в точцi x0, то вона недиференцiйовна в цiй точцi. Обер- 
нене твердження не має мiсця. 

 
 
 
 
 
 
 

x 

 
 

З геометричної точки зору похiдна f j (x0) – це тангенс кута 
нахилу дотичної до графiка функцiї y = f (x) в точцi M0, з ко- 
ординатами (x0, f (x0)). При цьому дотичною до графiка фун- 
кцiї f в точцi M0 називається граничне положення хорди M0M 
при прямуваннi точки M (x, f (x)) уздовж кривої y = f (x) до 
точки M0. Справдi, якщо функцiя f диференцiйовна в точцi 
x0, то при прямуваннi M до M0 уздовж кривої y = f (x) хорда 

y 

f (x) 
α0 

• y = f (x) 
M 

f (x0) • α(x) 
M0 

0 x0 x 
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M0M має тангенс кута нахилу, який дорiвнює 

tg α(x) = 
f(x) − f (x0)

,
 

x − x0 

i при x → 
Оскiльки 

x0 точка M прямує до M0 уздовж кривої y = f (x). 

f (x) − f (x0) 

x − x0 

→ fj (x0 ) (x → x0) , 

то tg α(x) →f j (x0) при x →x0, тобто хорда прагне зайняти 
деяке граничне положення, тангенс кута нахилу α0 якого до- 
рiвнює f j (x0). Звiдси отримуємо рiвняння дотичної до графiка 
диференцiйовної в точцi x0 функцiї y = f (x): 

k(x) = f (x0) + f j (x0) (x − x0) . 

Приклади. Ранiше ми наводили таблицю еквiвалентних 
функцiй, з якої можемо встановити диференцiйовнiсть деяких 
функцiй.  Наприклад,  якщо  рiвнiсть  sin  x  =  x  +  o(x)  →(x  0) 

 

записати у виглядi sin x— sin 0 = 1· (x−  0)+o(x  −0), то бачимо, 
що функцiя f (x) = sin x диференцiйовна в точцi x0   = 0 i її 
похiдна в цiй точцi дорiвнює 1. Це також можна встановити, 
користуючись означенням похiдної: 

 

 

lim 
x→x0 

f (x) − f (x0) 

x − x0 

 

= lim 
x→0 

sin x − sin 0 

x − 0 

 

= lim 
x→0 

sin x 

x 
= 1. 

Наведемо ще один приклад: 

ax − 1 = x · ln a + o(x) (x → 0) ⇔ 
 

- ax − a
0
 = ln a(x − 0) + o(x − 0) (x → 0), 

тобто функцiя f (x) = ax диференцiйовна в точцi x0 = 0 i її 
похiдна в цiй точцi дорiвнює ln a. 

Вправа. Розглянути всi iншi приклади iз згаданої таблицi. 
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+ 

+ − 

+ 

Означення. Нехай функцiя f означена в деякому правому 
пiвоколi [x0, x0 + δ) точки x0. Якщо iснує скiнченна границя 

 

lim 
h→0+ 

f (x0 + h) − f (x0) 

h 

 

= lim 
x→x0+0 

f (x) − f (x0) 
, 

x − x0 

то її називають правою похiдною функцiї f в точцi x0 i по- 
значають через fj (x0). Аналогiчно означається похiдна злiва 
f j−(x0) функцiї f в точцi x0. 

Нехай функцiя f означена в деякому околi точки x0. Легко 
бачити, що 

a) якщо iснує f+j 
b) якщо iснує f j 

− 

(x0), то f неперервна справа в точцi x0; 
(x0), то f неперервна злiва в точцi x0; 

 
x0; 

c) якщо iснують fj  (x0) i f j  (x0), то f неперервна в точцi 

d) для того щоб f була диференцiйовною в точцi x0, не- 
обхiдно та достатньо, щоб у неї iснували похiднi злiва та 
справа i вони дорiвнювали одна однiй. 

Приклад. Нехай f (x) = |x|, x0 = 0. Тодi легко бачити, що 

f j  (0) = 1, f−j   (0) = −1. 

Диференцiйовнiсть та арифметичнi операцiї. 

Теорема. Нехай  функцiї f i g означенi на iнтервалi (a, b) 
i диференцiйовнi в точцi x0. Тодi 

a) функцiя f + g диференцiйовна в точцi x0  i 

(f + g)j (x0) = f j (x0) + gj (x0) ; 

b) функцiя f · g диференцiйовна в точцi x0 i 

(f · g)j (x0) = f j (x0) g (x0) + f (x0) gj (x0) ; 

c) якщо g(x) /= 0 (x ∈ (a, b)), то функцiяf 
g

 

в точцi x0 i 

диференцiйовна 

f 
j 

g 
(x0) = 

f j (x0) g (x0) − gj (x0) f (x0)
. 

g2 (x0) 
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= − · 

( 0) 

 

Доведення. Твердження a) очевидне. Доведемо b). Маємо 

(f · g)(x) − (f · g) (x0) 

x − x0 

= 
f (x)g(x) − f (x0) g (x0) 

=
 

x − x0 

 

= 
f (x)g(x) − f (x0) g(x) + f (x0) g(x) − f (x0) g (x0) 

=
 

x − x0 

= 
f (x) − f (x0) 

x − x0 

· g(x) + f (x0 ) 
g(x) − g (x0)

. 
x − x0 

Використовуючи неперервнiсть функцiї g в точцi x0, яка ви- 
пливає з її диференцiйовностi, переходячи до границi при x→ 
x0, отримуємо b). 

Для доведення c) розглянемо спочатку випадок f (x) 
Тодi 

≡ 1. 

   1 
−
 1  g(x) − g (x ) 1 gj (x  ) 

0   0 
 

  g(x) g(x0 ) 

x − x0 x − x0 g(x)g (x0) → − g2 (x0) (x → x
0
) . 

У загальному випадку, застосовуючи твердження b), отримає- 
мо 

f 
j 

g 
(x0) = f · 

1 j   1  

g 
(x0) = fj (x0) · 

g  x
 

 

+ f (x0) 
1 j 

g 
(x0 ) = 

 

 

= fj (x ) · 1  
— f (x ) · gj (x0) 

= 
f j (x0) g (x0) − gj (x0) f (x0)

.
 

0 
g (x0) 

0 
g2 (x0) g2 (x0) 

Зауваження. Безпосередньо iз означення похiдної випли- 
ває, що (c·f )

j    (x0)  =  c f ·
j    (x0), де c – стала. Тому, використо- 

вуючи частину a) доведеної теореми, отримуємо, що операцiя 
диференцiювання є лiнiйною операцiєю, тобто похiдна лiнiйної 



8  

f J(x0 ) 

n 

x 

" # 

комбiнацiї двох диференцiйовних функцiй є лiнiйною комбiна- 
цiєю їх похiдних – 

(α · f + β · g)j (x0) = α · f j (x0) + β · gj (x0) , 

де α и β – сталi. 

Похiдна композицiї та оберненої фукцiй 
Теорема (про похiдну композицiї).  Нехай функцiя f 

означена на iнтервалi I  i диференцiйовна в точцi  x∈0 I,  а 
функцiя g означена на iнтервалi J ⊃  f (I) i диференцiйовна 
у вiдповiднiй точцi y0  = f (x0) ∈ J. Тодi композицiя ϕ(x) = 

g(f (x)) диференцiйовна в точцi x0, причому 

ϕj (x0) = gj (f (x0)) · f j (x0) . 

 
Теорема (про похiдну оберненої функцiї). Нехай фун- 

кцiя f строго зростає на iнтервалi I, неперервна на I, дифе- 
ренцiйовна в точцi x0 ∈ I i f j   (x0) = 0. Тодi обернена фун- 

кцiя  g =  f −
1   

диференцiйовна  в  точцi  y 

gj (y0) = 
 
  

1
 . 

= f (x0), причому 

Таблиця похiдних основних елементарних функцiй. 

1. Нехай f (x) ≡ C. Тодi, очевидно, f j(x) = 0. 

2. Нехай f (x) = xn (−∞ < x < +∞, n ∈ N). Тодi 
(x + h)n xn 1 n 1 

n
 

  − = 
Ck xn−khk − xn =  h

 Ckxn−khk = 
h h 

k=0 
n 

Σ 

n n 

k=1 

= Ckxn−khk−1  
→ nxn−1 

(h → 0). 
k=1 

Звiдси випливає, що f j(x) = (xn)j  = nxn−1
. 

3. Нехай f (x) =
 1   

(x /= 0). Тодi 

1 1 
− 

1 
= 

1 
·

 −h    1   1 

 

 
(h → 0). 

h x + h x h x(x + h) 
= − 

x(x + h) 
→ − 

x2 

0 
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x x2 

1 + 
· 

→ · 

− 

h 

Отже, 
1
 j = − 1 . 

4. Нехай f(x) = xα (x > 0, α ∈ R). Тодi 

1 xα h 
α

 

((x + h)α − xα) = 1 + 
x

 — 1 = 
h h 

xα h  
α 

h 
  x  

h h− 1 
x 

→ α · xα−1 
(h → 0), 

x 

тобто (xα)j = α · xα−1
. 

5. Нехай f (x) = ax (−∞ < x < +∞,  a > 0,  a /= 1). Тодi 
 

1 
ax+h — x ah 1 x 

x 
 

 

h 
a = a · 

h 
→ a · ln a (h → 0), 

 

тобто (ax)j = ax · ln a. 

6. Нехай f(x) = loga x (x > 0). Тодi 
 

1 

h 
(loga(x + h) − loga 

1 h 
x) = 

h 
loga 1 + 

x 
= 

 
1 loga  1 + h 1 1 

   x 

x ln a x 
x 

(h → 0), 

тобто (log x)j = 
1 

. 
a x·ln a 

7. Нехай f (x) = sin x (−∞ < x < +∞). Тодi 

1 

h 
(sin (x + h) − sin x) = 

1 

1 

h 
(sin x cos h + cos x sin h − sin x) = 

sin h 

= 
h 

sin x(cos h − 1) + cos x · 
h 

→ cos x (h → 0), 

тобто (sin x)j = cos x. 

8. Аналогiчно отримуємо, що (cos x)j = − sin x. 

= · 

= 
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2 

2 2 

x 

x 

√ √ 

( 1 < x < 1) 

= 

= = 
y 

= 

9. Нехай f (x) = tg x x /= π + πn, n ∈ Z . Тодi 

j sin x j cos x · cos x − (− sin x) · sin x   1  
(tg x) = = = . 

cos x cos
2
 x cos

2
 x 

10. Нехай f(x) = ctg x (x /= πn, n ∈ Z). Тодi 

(ctg x)j  = (tg x)−1   j  
= — (tg x)−2  

·
  1 

 

cos
2
 x 

  1  
= −

sin
2 
x
.
 

11. Нехай y = arcsin x (−1 < x < 1), т. е. − π < y < π . 

За правилом диференцiювання оберненої функцiї, yj  1 
xJy , де 

x = sin y, тобто 

j 
1 

x (sin y)j 

 
1 

= . 
cos(arcsin x) 

Але cos y = ± 
√     

1 − sin
2 
y, причому пiд коренем потрiбно взяти 

 

знак  ” + ”,  оск√iльки  при − π  < y  <  π   маємо  cos y  > 0.  Звiдси 

cos(arcsin x) = 1 − sin
2 

, тобто 

(arcsin x)j  =(arc
2
sin x) = (−

2
 11−<xx

2
 < 1). 

√
 1  

12. Нехай y x −
1 − x2 

, т. е. < y < π. Як i в 
попередньому прикладi, отримуємо 

j 
1   1  

x j (cos y)j 

   1  
= −

sin y 

  1  
= −

sin(arccos x) 

= −√ 
1 

. 

1 − x2 

При цьому, як i вище, ми скористались рiвнiстю sin(arccos x) = 
1 − cos

2
(arccos x) = 1 − x2. 

13. Нехай y = arctg x (−∞ 
днiх прикладах, маємо 

< x < + ∞). Як i в двох попере- 

j 
1 

x 
xj 

1 
= (tg y)j 

1 
= 1  

= cos
2 
y = 

1 1
 

1 + tg
2 
y 

= 
2 

 

y y cos2 y 1 + x 

y 
y 

y 
y 

y . 

= arccos 0 

= 
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x 

2 

2 

x 

· 

= = 
y 

√ 
1 

14. Нехай y = arcctg x (−∞ < x < +∞). Тодi 

j 
1   1 

=
 

x j (ctg y)j 
—sin

2 
y = 

  1  

— 1 + ctg
2 
y 

  1  
= − 

1 + x2 
. 

 

15. Нехай f(x) = sh x =
 ex−e−x 

(−∞ < x < +∞). Тодi, як 
легко обчислити, 

(sh x)j = ch x. 

16. Нехай f(x) = ch x =
 ex+e−x 

(−∞ < x < +∞). Тодi, як 
легко обчислити, 

(ch x)j = sh x. 

√ 
Приклад 1. Нехай f (x) = ln x + x2 + 1 . Тодi 

 

j 1 
f (x) = 1 + √

2x 
= √ . 

 
 

x + x2 + 1 2 x2 + 1 x2 + 1 
 

Приклад 2. Нехай f (x) = ln 
1 arcsin x

. Для зручностi ди- 
ференцiювання представим функцiю f в такому виглядi: 

f (x) = exp (arcsin x · ln(− ln x)) . 

Тепер легко обчислюємо похiдну 

f j(x) = exp (arcsin x · ln(− ln x)) × 
 

× √ 
1

 

1 − x2 

ln(− ln x) + arcsin x · 
  1  

— ln x 
· − 

1 
= 

x 

 

1 arcsin x   1  1   1 1 
= ln 

x √
 

1 − x2 

ln ln 
x
 + arcsin x · 

ln x 
· 

x 
.
 

Приклад 3. Нехай f (x) = x|
3
.| В околi точки x > 0 фун- 

кцiя f (x) спiвпадає з функцiєю x
3 
i тому f j(x) = 3x

2 
при x > 0. 

y 
y 
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+ 

f (0) = −3x | = 

3 

В  околi  точки  x < 0  функцiя  f (x)  спiвпадає  з  функцiєю− x i 
2 

тому f j(x) = −3x при x < 0. В правому пiвоколi нуля функцiя 
f спiвпадає з функцiєю x

3   
i тому fj (0) = 3x

2

| x=0  = 0. В лiво- 
3 

мi пiвоколi нуля функцiя f спiвпадає з функцiєю− x i тому 
j 2 . Оскiльки в нулi лiва та права похiднi 

− 

функцiї f спiвпадають, то f диференцiйовна в точцi x = 0 i 

f j(0) = 0. Отже, отримали f j(x) = 3x
2
sign x. 

Дослiдження функцiй на диференцiйовнiсть та об- 
числення похiдних за означенням. 

1. Дослiдити на диференцiйовнiсть функцiю 

sin x ln(1+x) , x > −1, x /= 0, 

f (x) = 
x 

0, x = 0. 
 

В кожнiй точцi x0   > 1—, x0   =  0 функцiя диференцiйовна 

за арифметичними властивостями диференцiйовних функцiй. 
Дослiдимо функцiю на диференцiйовнiсть в точцi x0 = 0. Ма- 
ємо 

 

lim 
x→0 

f (x) − f (x0) 

x − x0 

 

= lim 
x→0 

f (x) 
x 

 

= lim 
x→0 

sin x ln(1 + x) 

x2 = 

sin x 
= lim · 

ln(1 + x) 
x 

= 1. 
 

x→0 x 

Це означає, що дана функцiя диференцiйовна в точцi x0 = 0 i 
її похiдна f j(0) = 1. 

2. Дослiдити на диференцiйовнiсть функцiю 

sin x ln(1+|x|) , x /= 0, 

f (x) = 
x 

0, x = 0. 
 

В кожнiй точцi x0 = 0 функцiя диференцiйовна за арифме- 
тичними властивостями диференцiйовних функцiй. Дослiдимо 
функцiю на диференцiйовнiсть в точцi x0 = 0. При x < 0 зада- 
на функцiя має вигляд f (x) = 

sin x ln(1−x) 
, а при x > 0 функцiя 

x 
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  x  

4 2 

4 2 

дорiвнює f(x) = 
sin x ln(1+x) 

. Тому маємо 

f j (0) =  lim f(x) − f (0)  = lim 
sin x ln(1 + x) 

= 
 

+ x→0+ x − 0 

sin x 
= lim 

x→0+ x2 

ln(1 + x) 
· = 1, 

x→0+ x x 

f j  (0) =  lim f(x) − f (0)  = lim sin x ln(1 − x) 
= 

— 
x→0− 

= lim 

x − 0 

sin x 

x→0− 

· 
ln(1 − x) 

x2 

= −1. 
x→0+ x x 

Оскiльки f j−(0) /= f j+(0), то дана функцiя не є диференцiйовною 
в точцi . 

x0 = 0 

Дослiдження на диференцiйовнiсть функцiї, яка за- 
дана рiзними формулами на рiзних промiжках. 

1. Дослiдити на диференцiйовнiсть функцiю 

f (x) = 
arctg x, |x| ≤ 1, 

π sign x + x−1
, |x| > 1. 

Якщо |x0 |= 1, то функцiя f диференцiйовна в точцi x0 за 
арифметичними властивостями диференцiйовних функцiй. 

Нехай x0 = 1. В правому пiвоколi точки x0 = 1 функцiя 
дорiвнює f (x) = π  + x−1 i тому 

f (1+0) = lim f (x) = lim 
π 

+ 
x − 1 

= 
π 

= arctg 1 = f (1), 
x→1+0 x→1+0 4 2 4 

тобто функцiя неперервна справа в точцi x0 = 1. Обчислимо в 
цiй точцi праву похiдну 

j f(x) − f (1) π + x−1  
− 

π 1 
 f+(1) = lim = lim 4 2 4  =   . 

x→1+0 x − 1 x→1+0 x − 1 2 
В лiвому пiвоколi точки x0 = 1 функцiя дорiвнює f (x) = 
arctg x i тому 

f (1 − 0) = lim 
x →1−0 

f (x) = lim 
x 0 

→1− 

arctg x = 
π 

= arctg 1 = f (1), 
4 
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4 

2 

− f−( 1) = lim 

тобто функцiя неперервна злiва в точцi x0 = 1. Обчислимо в 
цiй точцi лiву похiдну 

 

f j (1) = lim f(x) − f (1) = lim arctg x − π 
  4  = 

— 
x→1−0 x − 1 x→1−0 x − 1 

= lim 
x→1−0 

arctg x − arctg 1 

x − 1 
= (arctg x)j| 

 
x=1 

  1  
= 

1 + x2 .
.
 

1 
= . 

x=1 2 
Оскiльки,  як  виявилось,  f−j  (1)  =  f +j  (1)  = 

1 
, 2то  функцiя  f  ди- 

ференцiйовна в точцi 
x
 i її по j 1 . 

 

0  = 1 хiдна дорiвнює f (1) = 2 
Нехай x0 = − 1. В правому пiвоколi точки x0 = 1 функцiя 

дорiвнює f (x) = arctg x i тому 

f (−1 + 0) = 

 

lim 
x →−1+0 

f (x) = 
 

lim 
x→−1+0 

arctg x = 
π 

= arctg 1 = f (1), 
4 

тобто функцiя неперервна справа в точцi x0 =− 1. Обчислимо 
в цiй точцi праву похiдну 

 

 
j 
+ 

→−1+0 

f(x) − f (1) 

x − 1 

 

= lim 
x→−1+0 

arctg x π 

4  = 
x − 1 

= lim arctg x − arctg 1 = (arctg x)j| =
 1 

.
 = 

1
. 

x→−1+0 x − 1 
x=−1 1 + x2 . 2 

x=−1 

В лiвому пiвоколi точки x0 = 1 функцiя дорiвнює f (x) = − π + 
x−1 

i тому 

f (—1 − 0) = lim 
 

f (x) = lim − 
π 

+ 
x − 1 

=
 

x →−1−0 

π 

x→−1−0 4 2 
π 

= − 
4 

− 1 /= f (−1) = − 
4 

. 

Таким чином, функцiя не є неперервною злiва в точцi x0 = − 1 
i тому вона також не має лiвої похiдної в цiй точцi. 

Отже, отримали, що задана функцiя диференцiйовна у всiх 
точках, окрiм точки x0 = −1. 
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3 

π 

√ 

Знаходження рiвняння дотичної та нормалi до гра- 
фiка диференцiйовної функцiї в точцi. 

Рiвняння дотичної до графiка функцiї в точцi x0 має ви- 
гляд y = f (x0)+f j (x0) (x − x0), а рiвняння нормалi до графiка 

функцiїї в точцi x0 иає вигляд (x − x0)+f j (x0) (y − f (x0)) = 0. 

1. Скласти рiвняння дотично√ї  та нормалi до графiка фун- 
кцiї f (x) = arcsin x в точцi x0 = 

3 

. 
√ 2 √   

Маємо f 
3
 = π ,  f j(x) = √  1 , fj 3 

1−x2  2 
= 1 

1−3/4 
= 2. 

Тому рiвняння дотичної набуває такого вигляду 
√ ! 

y = 
π 

+ 2 x − 
3 

, 

3 2 

а рiвняння нормалi – 

x − 
√ ! 

3 

 
 
+ 2 y − = 0. 

2 3 
 

 
 

Знаходження лiнiйної частини приросту диференцi- 
йовної функцiї в заданiй точцi та обчислення наближе- 
ного значення функцiї, замiнюючи її прирiст лiнiйною 
частиною. 

Згiдно з означенням диференцiйовностi, прирiст диферен- 
цiйовної в точцi x0 функцiї f може бути представленим у ви- 
глядi 

 

f (x0 + dx) − f (x0) = f j (x0) · dx + o(dx), dx → 0. 

Перший доданок в правiй частинi називається лiнiйною части- 
ною приросту функцiї. 

1. Замiняючи прирiст функцiї його лiнiйною частиною, на- 
ближено обчислити sin 61o. 

2 
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/a 

x x2 

cos2 x 2 

sin2 
x 

− 

1+x2 

1+x2 

ch2 
x 

1 

Покладемо x0  = π , dx = π . Тодi, замiнюючи повний при- 
 

3 180 

рiст функцiї його лiнiйною частиною, отримаємо 
√    

π π sin 61o = sin + ≈ 
π 

+ cos 
π π 

= 3 1 π + 
 

3 180 
sin 

3 
3 

· 
180 2 2 

· 
180 

.
 

 
 

Обчислення похiдної явно заданої функцiї, користу- 
ючись таблицею похiдних та правилами диференцiю- 
вання. 

Нагадаємо таблицю похiдних елементарних функцiй: 
1. f (x) ≡ C, f1

j(x) = 0 (x ∈ R). 

2. (xn)j  = nxn− (n ∈ N, x ∈ R). 

3. 
1
 j = − 1 (x ∈ R, x /= 0). 

4. (xα)j  = α · xα−1   
(α ∈ R,  x > 0). 

5. (ax)j = ax · ln a (a > 0, x ∈ R). 
6. (log x)j  = 

1 
(a > 0, a = 1, x > 0). 
 x·ln a 

7. (sin x)j  = cos x (x ∈ R). 

8. (cos x)j = − sin x (x ∈ R). 
9. (tg x)j  = 

1 
(x ∈ R, x /= π + kπ, k ∈ Z). 

10. (ctg x)j  = −  1 (x ∈ R, x /= kπ, k ∈ Z). 
11. (arcsin x)j  = √1

1
x2 (−1 < x < 1). 12. (arccos x)j  = 

1
 (−1 < x < 1). 

−√ 1−x2 

13. (arctg x)j  =
 1 

(x ∈ R). 

14. (arcctg x)j  = −  1 (x ∈ R). 
15. (sh x)j  = ch x (x ∈ R). 
16. (ch x)j  = sh x (x ∈ R). 

17. (th x)j  = 
1 

(x ∈ R). 

18. (cth x)j  = − sh2  x  (x ∈ R,  x /= 0). 

та правила диференцiювання: 
лiнiйнiсть: 

(αf (x) + βg(x))j = αf j(x) + βgj(x),  α, β ∈ R, 
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− 

cos2 x 

похiдна добутку: 

(u(x)v(x))j = uj(x)v(x) + u(x)vj(x), 

похiдна вiдношення (частки): 
 

u(x) j 
= 

uj(x)v(x) u(x)vj(x) 
, 

v(x) v2(x) 

диференцiювання складеної функцiї (композицiї): 

(f (g(x)))j = f j(g(x))gj(x), 

похiдна оберненої функцiї: 

f −
1
(y) 

j 
=

 1 
, де y = f (x). 

f j(x) 

Кiлька прикладiв застосування. 

√ 
1. f (x) = ln x + x2 + 1 , 

j   1    2x    1  
f (x) = 

√
 1 + √ = √ . 

x + x2 + 1 2 x2 + 1 
etg x 

x2 + 1 

 
 

f j(x) = 

2. f (x) = 
cos2 x

, 

e
tg x 1 

cos
2 
x − e

tg x2 cos x(− sin x) 
cos

4
 x 

 

= etg x 

 

1 + sin 2x
. 

cos
4
 x 

 

3. f (x) = xx = ex ln x, f j(x) = ex ln x ln x + x
 1 

= xx(ln x + 1). 
x 

 

 

 
4. f (x) = 

1  arcsin x 

ln 
x 

= exp (arcsin x · ln(− ln x)) , 
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x 

j 
1  

f (x) = exp (arcsin x · ln(− ln x)) √ ln(− ln x)+ 
1 − x2 

  1  
+ arcsin x · 

− ln x
 · − 

1 
= 

1 arcsin x   1  1 1 1 

= ln 
x · √

 

1 − x2 

ln ln 
x
 + arcsin x · 

ln x 
· 

x 
.
 

 

Основнi теореми диференцiального числення. 
Теорема Ферма. Нехай функцiя f означена на iнтервалi 

(a, b) i в деякiй точцi x0∈(a, b) набуває найбiльшого (най- 
меншого) значення на цьому  iнтервалi. Якщо iснує  f j (x0),  то 
f j (x0) = 0. 

З геометричної точки зору теорема Ферма означє що якщо 
в точцi екстремума у графiка функцiї iснує дотична, то вона 
паралельна до осi Ox. 

Зауваження. У функцiї f (x) = | x| , (− 1 < x < 1) в точцi 
x0 = 0 є екстремум (мiнiмум), але похiдної в цiй точцi функцiя 
не має. Теорема Ферма означає, що для пошуку екстремума 
функцiї f у внутрiшнiх точках областi визначення достатньо 
дослiдити поведiнку функцiї f лише в тих точках, в яких похi- 
дна або обертається в нуль, або не iснує. Екстремума не може 
бути в тих точках, в яких похiдна iснує i не дорiвнює нулю. 
Але iз того, що похiдна дорiвнює нулю в точцi x0 не випливає, 
що x0 – точка екстремума. Наприклад, у функцiї f (x) = x

3 
в 

точцi x0 = 0 екстремума немає i в той же час f j(0) = 0. 

Теорема Ролля. Нахай функцiя f неперервна на вiдрiзку 
[a, b], диференцiйовна на iнтервалi (a, b), i f (a) = f (b). Тодi 
iснує така точка ξ∈(a, b), що f j(ξ) = 0. 

Наслiдок. Мiж будь-якими двома коренями диференцi- 
йовної функцiї iснує корiнь похiдної. 

Приклад.  Рiвняння  непарного  степеня  x
5    

+  x− 1  =  0  має 
дiйсний корiнь. Покажемо, що вiн єдиний. Позначимо y = 
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x
5   

+x —1. Тодi yj    =  5x
4   

+1  > 0 для всiх x ∈R. Якби дане рiвня- 

ння мало б iнший корiнь, то, згiдно з наслiдком, знайшлась би 
точка, в якiй похiдна yj оберталася б в нуль, а це неможливо. 

Теорема Лагранжа (формула скiнченних приростiв). 
Нехай функцiя f неперервна на вiдрiзку [a, b], диференцiйовна 
на iнтервалi (a, b). Тодi iснує така точка ξ ∈ (a, b), що 

 

f(b) − f(a) 

b − a 
= f j(ξ). 

 

Геометричний сенс теореми Лагранжа полягає в тому, 
що iснує точка ξ ∈ (a, b), в якiй дотична до графiка функцiї 
y = f (x) паралельна до вiдрiзка, який з’єднує точки (a, f (a)) i 

(b, f (b)). 

Рiвнiсть, яка отримана в теоремi Лагранжа, можна пере- 
писати в такому виглядi 

f (b) − f (a) = f j(ξ)(b − a), 
 

або в такому 

 

 
де 0 < θ < 1. 

 
f (b) − f (a) = f j(a + θ(b − a))(b − a), 

Двi останнi рiвностi називають формулами скiнченних при- 
ростiв. 

Наслiдок 1. Нехай функцiя f на iнтервалi (a, b) має обме- 
жену похiдну. Тодi f рiвномiрно неперервна на (a, b). 

Наслiдок 2. Якщо диференцiйовна на (a, b) функцiя f та- 
ка, що для кожного ξ∈(a, b) похiдна f j(ξ) = 0, то f тотожно 
стала на (a, b). 

Теорема Кошi (узагальнена формула скiнченних при- 
ростiв). Нехай функцiї f i g неперервнi на вiдрiзку [a, b], ди- 
ференцiйовнi на iнтервалi (a, b), gj(x) /= 0 для всiх x ∈ (a, b). 
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0 

∞ 

Тодi iснує така точка ξ ∈ (a, b), що справедлива  рiвнiсть 

f(b) − f(a) 

g(b) − g(a) 

f j(ξ) 
= . 

gj(ξ) 
 

Правила Лопiталя. 
Перша теорема Лопiталя призначена для розкриття нео- 

значеностi вигляду
0
 

П.ерша теорема Лопiталя. Нехай функцiї f i g диферен- 
цiйовнi на iнтервалi (a, b), lim f (x)  =  0, lim g(x) = 0 i 

x→a+0 x→a+0 

gj (x) /= 0 для всiх x ∈ (a, b). Далi, нехай iснує 

f j(x) 
lim 

x→a+0 gj(x) 
= A,

 

де A може бути скiнченним, +∞ чи −∞. Тодi iснує 

f (x) 

 
i ця границя дорiвнює A. 

lim 
x→a+0 g(x) 

Зауваження. Теорема Лопiталя стверджує, що границя 
вiдношення функцiй дорiвнює границi вiдношення їх похiдних, 
якщо остання iснує. Але може виявитись, що границя вiдно- 
шення функцiй iснує в той час, коли границя вiдношення їх 
похiдних не iснує, тобто обернене до теореми Лопiталя твер- 
дження не має мiсця. 

Друга теорема Лопiталя призначена для розкриття неозна- 
ченостi вигляду ∞ . 

Друга теорема Лопiталя. Нехай функцiї f и g диферен- 
цiйовнi на iнтервалi (a, b), gj(x) /= 0 (x ∈ (a, b)) i limx→a+0 f (x) = 

∞, limx→a+0 g(x) = ∞, 
 

lim 
x→a+0 

f j(x) 

gj(x) 
= A, 
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4 

√   

4 

— 1 

· = 

√ 

= 

де A може бути скiнченним, +∞ чи −∞. Тодi iснує 

 

 
i ця границя дорiвнює A. 

lim 
x→a+0 

f(x) 

g(x) 

Приклади застосування правила Лопiталя. 
 

1. lim 
x→ π 

1 − tg
2 
x 0 

2 cos x − 1 0 
    1  −2 · 1 · √ 1 

=  lim
   −2

√
tg x cos2 x = √ √(   2/2)2 

 = 4. 

x→ π − 2 sin x — 2 · 2/2 

2. lim 
1  

—
 1 

= lim 
tg x − x  

= lim 
x 

·
 tg x − x 

= 

x→0 x2 x tg x x→0 x2 tg x x→0 tg x x3 

= 1 · lim tg x − x 
=

 0 = lim 
    1  
cos2 x = 

 

x→0 x3 0 x→0 3x2
 

1 
= lim 

  1  1 — cos
2 

x 
2 

3 x→0 cos x x
2
 

= 
1 

lim 
1 + cos x 

· 
1 − cos x 

= 
1 · 

1 + 1 
· 

1 
= 

1 
. 

3 x→0 cos
2
 x 

√   
x2 3 1 2 3 

1  
1 ln(

√   

3. lim 
x→0 

1 + x − x 
x 

= lim e x 

x→0 

1+x−x) = 
! 

= exp lim 
x→0 

ln 1 + x − x 
=

 

x 

 
 

= exp 

 
 
 

x→0 

√  1 √1 − 1 
    1+x−x 2 1+x  

lim 1 

√ ! 

= exp lim x→0 

1 − 2 
√ √ 

1 + x 
= 

2 1 + x 1 + x − x 

= 

= 
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− 

= exp 
1 − 2 = exp − 

1 
= 

  1
 

 

2 · 1 · 1 2 
√

e 
. 

 

 

Формула Тейлора. 
Теорема(формула Тейлора iз залишком у формi Пе- 

ано). Нехай функцiя f визначена в деякому околi I точки x0, 
має в цьому околi похiднi до (n−1)-го порядку включно, а в 
точцi x0 має похiдну n-го порядку. Тодi справедлива рiвнiсть 

 

f (x) = f (x0 ) + 
f j (x0) 

 
 

1! 
(x − x0 ) + 

f jj (x0) 
 

 

2! 
(x − x0 )

2 
+ · · · + 

f (n) (x0) n n 

+ 
n! 

при x → x0. 

(x − x0) + o ((x − x0) ) 

Формулу Тейлора з центром в точцi x0 = 0 називають фор- 
мулою Маклорена 

 

 

 

f (x) = f (0)+ 
f j(0) 

x+ 
1! 

f jj(0) 

2! 
x

2
+· · ·+ 

f 
(n)

(0) 
 

 

n! 
xn+o (xn ) (x → 0). 

Наведемо розвинення деяких функцiй за формулою Макло- 
рена. 

 
 

 

ex = 1+ 
1 

x+ 
1 

x
2 
+ 

1 
x

3 

+· · · + 
1 

xn +o (xn) = 
Σn

 
1 

xk +o (xn) . 

1! 2! 3! 

 
x3 x5 

 
  

n! 

 

n x2n+1 

k=0 k! 
 

 

 

 

 

 
2n+2 

sin x = x − 
3! 

+ 
5! 

− · · · + (−1) 
+ o x = 

(2n + 1)! 
n 2k+1 

= 
Σ 

( 1)k
  x 

 
(2k + 1)! 

 

+ o x2n+2 . 

k=0 
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4! 

− 

1  n 

 
 

2 

cos x = 1 − 
2! 

x4

− · · · + (−1) 
n  x

2n 

+ o
 

(2n)! 
x2n+1 = 

n 2k 

= 
Σ 

( 1)k
 x 

 
(2k)! 

 

+ o x2n+1 . 

k=0 

 

ln(1 + x) = x − 
x2 

+ x
3 

2 3 
n 
Σ 

x4 

4 
+ · · · + (−1) 

k 
x 

 
  

xn 

+ o (x ) = 
n 

= 
k=1 

(−1)k−1
 

k  
+ o (xn) . 

 

(1 + x)α = 1 + 
α 

x + 
α(α − 1) 

x2 + 
α(α − 1)(α − 2) 

x3 + · · · + 
1! 2! 3! 

+
α(α − 1) . . . (α − n + 1) 

xn + o (xn) =
 

n! 
Σn 

α(α − 1) . . . (α − k + 1) 
 

= 1 +  
k=1 

xk + o (xn) . 
! 

Зокрема, якщо α = n, то отримуємо 

(1 + x)n = 1 + nx + 
n(n − 1) 

x
2 
+ · · · + xn, 

2! 

тобто формулу бiнома Ньютона. Якщо ж α = −1, то 
 

   1  

1 + x 
= 1 − x + x

2 
− · · · + (−1)nxn + o (xn) 

– сума геометричної прогресiї iз знаменником 
доданком, який дорiвнює 1. 

Приклад розвинення функцiї. 

— x та першим 

x 
+ 

− n− 

k 
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2 

— − − 

+ 

2 6 

— x 

− 

2 

Розвинути за формулою Маклорена функцiю 
 

1 
f (x) = = 

x2 − x − 2 

1 
= 

(x + 1)(x − 2) 
1 

= 
− 3 

x + 1 

1 

+ 3  

x − 2 

1 
= − 

3 
· 

1 1 

1 + x 
− 

6 
·
 

1 
= 

1 − x 

= 
1 

(1 + x)−1 1  
1 

x −1 

= 
3 6 2 

= − 
1 

1 − x + x
2 
− · · · + (−1)nxn + o (xn) − 

3 

− 
1 

1 + 
x 

+ 
x 2 

+ · · · + 
x n 

+ o (xn) = 
6 2 2 2 

= 
1 1 

+ 
1 1 1 

— − 

   1 
x

2 
+ · · · + 

3 6 3 6 · 2 
− 

3 
− 

6 · 2
2
 

( 1)n−1 
+ 

3 

   1  

6 · 2n 
xn + o (xn) , 

. .де |x| < 1, x < 1, тобто |x| 
< 1. 

Обчислення границь з використанням формули Тей- 
лора. 

1. Обчислимо границю 

ex sin x − x(1 + x) 
I = lim 

x→0 
x3 

Скориставшись рiвностями 

x2 

ex = 1 + x + + o 

2 

x3 

, sin x = x − 
6  

+ o 

 
x

4 
, 

отримуємо 

 
I = lim 

x→0 

 

1 + x + x
2    + o (x

2
) x − x

3  

+ o (x
4
) − x − x

2
 

x3 = 

x2 

− 

. 
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2 — − 

= − x 

2 

 

= lim x + x
2 
+ x

3  

− 
x3 + o (x

3
) x x

2 
1 

6 =   . 
x→0 

2. Обчислити границю 
x3 3 

I = lim 
1 − 

x→0 

(cos x)
sin x 

x3 . 

Оскiльки sin x ln cos x → 0 (x → 0), то, користуючись рiвнiстю 

et = 1 + t + o(t) (t → 0), отримаємо 

I = lim 1 − esin x ln cos x 
 

 

 
 

= lim 
x→0 

x→0 
x3 

= 

1 − (1 + sin x ln cos x + o(sin x ln cos x)) 
. 

x3 

Скористуємось наступними рiвностями 

o(sin x ln cos x) = o(sin x ln(1+cos x−1)) = o(x(cos x−1)) = o x
3 

, 

sin x = x + o x
2 

, ln cos x = ln(1 + (cos x − 1)) = 

(cos x  1)
2

 

= cos x − 1 − − 
2 

Тому отримаємо 

+ o (cos x − 1) 
2
 2 

  + o 

2 

x
3 

. 

 

 
I = lim 

— (x + o (x
2
)) − x

2    

+ o (x
3
) + o (x

3
) 

= 
x→0 x3 

x3   

+ o (x
3
) 1 

= lim
 2 

= . 
x→0 x3 2 

√   

3. lim cos x − 1 − 2x − x
.
 

x→0 1 − e−x3
 

x2 
 

 

 
 

 
x

3 
, 

cos x = 1 − 
2 

+ o 
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1 2 + 
o(t

2 ) 
t2 

√  — 1  )1

 1 

x 

2 

3 

— − 

− 

2  

— 

− 

   1 1 2 2 
( 2x)

2
+ 

 
1 − 2x = (1 − 2x) 2 = 1 + 2 

(−2x) + 

2! 
−

 1 1 

+ 2 2 1 

3! 

1 — 2 2 
(− 2x)

3  
+ o x3 = 

2 

= 1 − x − − 
x3 

+ o x
3 

, 
2 2 

e−x
3   

= 1 − x
3  
+ o  x

3 
. 

√    

lim 
x→0 

cos x − 1 − 2x − x  

1 − e−x3
 

 
= lim 1 − x2

 + o (x 
3
) − 1 − 

3 

x
2 

x3 

+ o (x
3
) 

2 2 — x 
=

 

x→0 
x − 1 − (1 − x + o (x  )) 

x3  

+ o (x
3
) 

1
 

 
 

o(x
3) 1 

+ 
= lim

 2 
= lim 

2 x
3 

= 2 = 1. 
 

x→0 x3 + o (x3) x→0 
o(x3) 

x3 
1 + 0 2 

 

  1  

4. lim(x ln x) sin(1−x)2   = [t = x 1, x = t + 1] = 
x→1 

    1 

= lim (1 + t ln(1 + t)) sin t2 = 
t→0 

= exp lim 
ln(1 + t − ln(1 + t)) 

=
 

t→0 sin t2 

1 + t − t − t2 

+ o (t
2
) 

2 

= exp lim 
t→0 

t2 

+ o (t
2
) 
! t2 + o (t2) 

=
 

 

 

 

 
 

 
 2
 2 1 + = 

= exp lim t2 + o (t ) 
 

 

= exp lim o(t2) 

√  t2 

 
t→0 
= exp 

1
 + 0 t→0 

= exp 1 e 
1 + 0 2 = 

= 

+ 0 

1 + 

. 
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− − 

x 

2 n 

x 

Формула Тейлора iз залишком у формi Лагранжа. 
Теорема. Нехай функцiя f означена на вiдрiзку [a, b] i має 

на цьому вiдрiзку неперервнi похiднi до порядку n включно, а 
на iнтервалi (a, b) iснує похiдна (n + 1)-го порядку. Тодi iснує 
така точка ξ ∈ (a, b), що 

f j(a) 
f (b) = f (a) + (b a) + 

1! 

f jj(a) 

2! 

 

(b − a) 
f 

(n)
(a) 

+ · · · +   (b a)  + 
n! 

f (n+1)(ξ) 
+ 

(n + 1)! 
(b − a) 

n+1. 

 

Приклади знаходження промiжкiв монотонностi фун- 
кцiї за допомогою похiдної. 

1. Доведемо, що функцiя f (x) = x − sin x строго зростає на 
(−∞, + ∞). Маємо f  j(x)  =  1−  cos  x≥  0  для всiх x∈ (−∞, +∞ ). 
Звiдси  вже  випливає,  що  f  зростає  н−а∞(  ,  +∞).  Залишається 
показати, що f строго зростає. Нехай x < y. Тодi 

f (y) − f (x) = y −sin y − x +sin x = y − x − 2 sin 
y − x 

cos 
y + x 

≥ 
2 2 

≥ y − x − 2 .sin 
y − x . . 

. 2 . 

Оскiльки | sin t| < |t| для всiх t /= 0, то 

f (y) − f (x) ≥ y − x − 2 .sin 
y − x . > y − x − 2 

y − x 
= 0, 

. 2 . 2 
 

тобто f (y) > f (x). 

2. Для функцiї f (x) = sin
 1 

− 

 
1 (x > 0) маємо 

f j(x) = cos 
1

 — 
1 

− − 
1 

=  
1 

1 − cos 
1 

≥ 0. 

x x2 x2 x2 x 

Отже, f зростає. Покажемо, що f строго зростає. Нехай x < y. 
Тодi на вiдрiзку [x, y] не бiльше, нiж в скiнченному числi точок 
похiдна f j обертається в нуль. Тому f (x) < f (y). 
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y 

∞ 
— − 

t 

3. Довести нерiвнiсть 

(x + y)p < xp + yp (0 < p < 1, x, y > 0). 

Ця нерiвнiсть рiвносильна наступнiй (1 + t)p < 1 + tp, где t = 
x > 0. Покладемо ϕ(t) = (1 + t)p − 1 − tp. Тодi ϕ(0) = 0 и 
ϕj(t) = p [(1 + t)p−1

 

i тому ϕ(t) < ϕ(0). 
−tp−1

] < 0. Отже, функцiя ϕ строго спадає 

Знаходження екстремумiв функцiй з використанням 
похiдних першого та вищих порядкiв, знаходження най- 
бiльшого та найменшого значень функцiї. 

1. Знайти точки екстремума функцiї f (x) = ch x + cos x. 
Маємо  f j(x) =  sh x  s—in x  ϕ(x)≡.  Очевидно,  f j(0) =  0, 

i тому 0 – критична точка функцiї f . Покажемо, що iнших 
критичних точок у функцiї f немає. Оскiльки ϕ(0) =  0, то 
зi строгого зростання функцiї ϕ на [0, +∞) буде випливати, 
що ϕ(x)  > 0  для всiх x > 0, а оскiлькик ϕ(  x)  =  ϕ(x),  то 
ϕ(x) < 0 при x < 0. Покажемо, що ϕ строго зростає на [0, + ). 
Маємо 

 

ϕj(x) = ch x − cos x =  
ex + e−x

 

2 
— cos x ≥ 

ex + e−x 

1 > 0 
2 

при x > 0. Справдi, остання нерiвнiсть випливає з того, що 
t+ 

1 
> 2 при t > 0, t /= 1, де t = ex > 1 при x > 0. Таким чином, 

ϕj(x) > 0 на (0, +  ∞). Отже, ϕ строго зростає на [0, + ∞) и тому 
ϕ(x) > ϕ(0) = 0 (x > 0). Отримали, що точка x = 0 є єдиною 
критичною точкою функцiї f . На (0, +∞) похiдна f j > 0, i тому 

функцiя  f  строго  зростає  на  [0, ∞+  ),  тобто  f (x)  > f (0)  =  0 
при  x > 0.  На  (−,∞0)  похiдна  f j    < 0,  i  тому  функцiя  f строго 
спадає  на  

−
(  

∞
,  0)  i  тому  f  (x)  >  f  (0)  =  0  при  x  <  0.  Таким 

чином, f (x) > f (0) для будь-якого x = 0. Отже, 0 – точка 
строгого мiнiмума (єдина точка екстремума даної функцiї). 

Iнший розв’язок. Маємо 

f j(x) = sh x − sin x, f j(0) = 0, 

− 
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f jj(x) = ch x − cos x, f jj(0) = 0, 

f jjj(x) = sh x + sin x, f jjj(0) = 0, 

f 
(4)

(x) = ch x + cos x, f 
(4)

(0) = 2 > 0. 

Перша вiдмiнна вiд нуля похiдна є парною, а це означає, що 
точка 0 є точкою локального екстремума. Оскiльки ця похiдна 
додатня, то 0 є точкою строгого мiнiмума функцiї f . 

2. Знайти найбiльше i найменше значення функцiї f (x) = 
(x  −2)

2
(x + 1)

3   
на вiдрiзку [0, 3]. 

Маємо f j(x) = (x —2)(x + 1)
2
(5x − 4). Розв’язками рiвняння 

f j(x) = 0, якi належать до [0, 3], є значення x = 2 и x =  
4 
. 

5 
Обчислимоf(0) = 4, f (3) = 64, f(2) = 0, f = 2

2
·9

4
 ≈ 2, 1. 

5 5
5
 

Таким чином, найбiльше значення функцiї дорiнює f (3) = 64, 
а найменше – f (2) = 0. 

Досдiдження функцiй на опуклiсть за допомогою 
похiдних. 

1 

Нехай f (x) =  xα  (0 < x < +∞ ). Тодi f j(x) =  αxα−  , f jj(x) = 
2 

α(α —1)xα−  .  Якщо  α  (0∈,  1),  то  f  jj(x)  <  0  i  f  ввiгнута  (опукла 
догори).  Якщо  α∈ 
донизу. 

(−∞,  0) (∪1,  + ),∞то  f  jj(x)  >  0  i  f  опукла 

Повне дослiдження функцiй та побудова їх графi- 
кiв. 

Приблизна схема дослiдження функцiй. 
1. Знаходимо область визначення функцiї, дослiджуємо фун- 

кцiю на парнiсть та перiодичнiсть. 
2. Знаходимо точки перетину з осями координат, множини, 

на яких функцiя зберiгає знак. 
3. Знаходимо асимптоти (похилi та вертикальнi) графiка 

функцiї. Дослiджуємо поведiнку в околi особливих точок. 
4. Дослiджуємо функцiю на неперервнiсть ( втому числi 

односторонню) та характеризуємо точки розриву. 
5. Дослiджуємо функцiю на диференцiйовнiсть ( в тому чи- 

слi односторонню). За допомогою похiдної знаходимо промiж- 
ки монотонностi та точки екстремума. 

4 
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x2 − 4 

2 

− 1 − 

x 

2 

6. За допомогою другої похiдної дослiджуємо характер опу- 
клостi функцiї на рiзних промiжках та знаходимо точки пере- 
гину. 

Приклади повного дослiдження функцiй та побудо- 
ви їх графiкiв. 

1. Провести повне дослiдження та побудувати графiк фун- 
кцiї 

2
√   

f (x) = 
x

 
x2 − 1 

. 
x2 − 4 

Об ласть визначення D(f ) даної функцiї визначається умо- 
x —1 ≥ 0, 

вами 
x

2 − 4 /= 0. 
. Звiдси зрозумiло, що D(f ) = (−∞, −2) ∪ 

(—2, −1]  ∪[1,  2) ∪ (2,  +∞ ).  Оскiльки  для  кожного  x∈ D(f  ) 
маємо — x∈ D (f ) i, очевидно, f −( x) = f (x), то функцiя пар- 
на, i тому її графiк симетричний вiдносно осi Oy. Дана фун- 
кцiя неперiодична, оскiльки для кожного T > 0 знайдеться 
x = −2 − T , таке, що x = −2 − T  ∈ D(f), x + T  = −2 ∈/ D(f). 

Окiльки  0  ∈/  D(f),  то  графiк  функцiї  не  перетинає  вiсь  Oy. 
Для знаходження точок перетину графiка з вiссю Ox знайде- 
мо коренi рiвняння f (x) = 0. Це рiвняння, очевидно, має два 

розв’язки x = −1 и x = 1. Отже, графiк функцiї перетинає√вiсь 

Ox в точках x = −1 и x = 1. Оскiльки чисельник дробу x
2 x2−1 

невiд’ємний, то знак цього дробу, а отже i даної функцiї, ви- 
значається знаком знаменника. Зрозумiло, що x

2 
− 4 > 0 при 

x ∈ (−∞ , 2) ∪ (2, +∞ ) i x
2 
− 4 < 0 для x ∈ (−2, −1] ∪ [1, 2). 

Знаходимо похилi асимптоти. Маємо 

√  
q    

x 
lim f(x) 

= lim x 

x2 1 
2 = lim 

 1  
x2  

= 1 = k, 

→+∞ x x→+∞  x (x — 4) x→+∞ 1 − x2
 

2
√    

 

lim 
x 

(f (x) —kx) = lim 
x 

x x2 − 1 
x 4 — x = 

→+∞ 

√ 
→+∞ 2 − 

= lim 2
 x x2 − 1 − x

3 
+ 4x 

2 

→+∞ x − 4 

 4 

= 
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· 1  

2 

x 
 

= lim x→+∞ x 

2 1  
 2 

− 4 
· √ − + 

 

 

   4x  

x2 
— 4 

= 1 · 0 + 0 = 0 = b. 

x − 1 + x 
Отже, асимптотою до графiка функцiї при x → + ∞ є пряма 
y = x. Для визначення розташування графiка функцiї вiдносно 
асимптоти, розглянемо рiзницю 

x
2
√

x2 − 1 2
√ 

x x2 − 1 − x
3
 

 

+ 4x 

f (x) − (kx + b) = 
x2 − 4 

− x = 
x2 − 4 

=
 

= x2 

x2 − 4 

  − 

√
x2 − 1 + x 

4x 

+ 
x2 − 4 

=
 

=
 x  

4 − √ 
x 

=
 x  

4 − q 
1 

. 
x2 − 4 x2 − 1 + x x2 − 4 1  + 1 

1 −  x2 

Оскiльки дрiб в дужках прямує до  
1 
, то при достатньо великих 

x вираз в дужках додатнiй. Оскiльки множник перед дужкою 
також додатний, то це означає, що при великих x графiк фу- 
кцiї розташований вище асимптоти. В силу парностi функцiї, 
при x → −∞ похилою асимптотою є пряма y =− x i графiк 
функцiї при x → −∞ також розташований вище асимптоти. 
Знаходимо вертикальнi асимптоти графiка. Маємо 

 

f (1 + 0) = lim 
x→1+0 

f (x) = 0 = f (1), 

f (−1 − 0) = lim 
→−1− 

f (x) = 0 = f (1), 
0 

lim 
x→2+0 

f (x) = +∞, lim 
x→2− 0 

f (x) = −∞, 

lim 
x→−2+0 

f (x) = −∞, lim 
x→−2− 0 

f (x) = +∞. 

Звiдси випливає, що графiк функцiї має двi вертикальнi асим- 
птоти  x  =  —2  i  x  = 2,  а  в  точках  x  =  −1  и  x  = 1  функцiя 
неперервна злiва i справа, вiдповiдно. У всiх останнiх точках 
областi визначення функцiя неперервна, в чому легко переко- 
натись, використовуючи теореми про арифметичнi властивостi 

2 

x 
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t 

= 

неперервних функцiй, неперервнiсть функцiї g(t) = 
√ 

(t > 0) 
та теорему про неперервнiсть композицiї. У виколених точках 
областi визначення x = −2 i x = 2 яким би чином не доозначи- 

ти дану функцiю, заново отримана функцiя буде мати розрив 
другого роду, оскiльки у вказаних точках не iснує скiнченних 
одностороннiх границь даної функцiї. Дослiджуємо функцiю 
на диференцiйовнiсть. У всiх внутрiшнiх точках областi ви- 
значення функцiя диференцiйовна, в чому легко переконатись, 
використовуючи  теореми  про арифметичнi  властивостi  диф√е- 

ренцiйовних функцiй, диференцiйовнiсть функцiї g(t) =  t 
при t > 0 та теорему про диференцiйовнiсть композицiї. Похi- 
дна у внутрiшнiх точках дорiвнює 

2 
x x

2 
(x

2 
4) 2x x

2
√ 

2 1 
 

 2x x — 1 + √ x2− — − · − x 
f j(x) = 

1 
= 

(x2 − 4)
2
 

x(x
4 
− 12x

2 
+ 8) 

= 
2 
√ . 

 
Далi, 

(x2 − 4) x2 − 1  
2
√   

f(x) − f (1) x x2 1 
fj (1) = lim = lim   − = 
+ x 

→1+0 x − 1 

x
2√   

x→1+0 (x − 1) (x 

1 

— 4) 

= lim x + 1 · √ −∞, 
x→1+0 x2 − 4 x − 1 √   

f(x) − f(−1) x
2 

x2 1 
f j (1) = lim = lim   − = 

— x→−1−   0 x −
√(−1) x→−1− 0 (x + 1) (x

2
 — 4) 

x
2 

1 − x · √ − 1  
 = 

x 
lim 0 2 − = +∞, 

→−1− x 4 −x − 1 
Двi останнi рiвностi означають, що в точцi x = 1 графiк фун- 
кцiї має правосторонню вертикальну дотичну, а в точцi x = 
−1 – лiвосторонню вертикальну дотичну. Для знаходження 

коренiв похiдної достатньо розв’язати рiвняння x
4 
− 12x

2 
+ 

√ 

2 
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2 

∈ 

√ 

q √  
8  =  0.  Розв’язуючи  його, знаходимо x = −2 3 + ≈1  7 

— 
q √  

≈
 

 

 
3q.36,  x = 2  3 +q7 3.36. Два iн2ших р1озв’язки x = 

  √    √  
— 2 3 − 7 , xj = 2 3 − 7 не належать до областi ви- 
значення функцiї. Якщо ∈x (x1,− 2) ∪ (− 2,− 1)∪  (x2, +∞ ), то 
f j(x) > 0, а якщо x ∈( −∞, x1) ∪ (1, 2)∪ (2, x2), то f j(x) < 0. 
Це означає, що функцiя строго зростає на кожному з промiж- 
кiв [x1, −2) , (−2, −1], [x2, +∞) i строго спадає на кожному з 

промiжкiв (−∞, x1] , [1, 2), (2, x2]. При переходi через точку 
x2   похiдна  змiнює  знак  з  ”-”  на  ”+”.  Тому  т√очк√а  x2√ є  точкою 

 

локального мiнiмума функцiї i f (x2) = (6+ 28) 5+ 
 

 

28
 ≈ 4.96. 

  √  
2+  28 

При переходi через точку x1 похiдна функцiї змiнює знак з ”-” 
на ”+”. Це означає, що точка x1 є точкою локального мiнiмума 
функцiї i f (x1) ≈ 4.96. Обчислимо другу похiдну 

7x
6  

+ 72x
4 

120x
2 
+ 32 

fjj(x) =   − 
.
 

(x4 − 1)
3 
(x2 − 1)

3/2
 

Ми не будемо знаходити коренi другої похiдної, а отже i точок 
перегину. Вiдзначимо лише, що f jj(x) → +∞  при x→ 1 + 0. 
Це означає, що функцiя опукла донизу в правому пiвоколi то- 
чки 1. Якщо ж x → 2− 0, то f jj(x) → −∞ , тобто функцiя 
опукла догори в лiвому пiвоколi точки 2. За неперервнiстю 
f jj(x), знайдеться точка x3   (1, 2), в якiй похiдна f jj   змiнить 
знак з c ”+” на ”-”. Це означає, що на iнтервалi (1, 2) дана фун- 
кцiя має точку перегину. Далi, f jj(x) 

→ 
+
∞ 

при x 
→ 

2 + 0 
i f jj(x) > 0 при достатньо великих x. Це означає, що фун- 
кцiя f опукла донизу в правому пiвоколi точки 2, а також при 
достатньо великих x. Iз парностi функцiї f випливає, що на 
iнтервалi ( 2, 1) також iснує точка перегину x4.  Iз вста- 
новлених ∈вла−стив−остей  функцiї  f отримуємо,  що  множиною 

(6+ 
√  √    

28) 5+ 28 
√ 

значень даної функцiї є (−∞, 0] ∪ 2+  28 , +∞ . 
Використовуючи тепер всю отриману вище iнформацiю, бу- 

дуємо графiк даної функцiї. 

j 
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1+x2 

1+x2 

 

y 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

 

x 

 
 
 

 

 

2. Провести повне дослiдження та побудувати графiк фун- 
кцiї 

2x f 
(x) = arcsin 

1 + x2 
. 

. .Область  визначення  D(f )  визначається  умово
2
юx 

2 
Оскiльки≤ц1я. нерiвнiсть рiвносильна наступнiй (1 — |x|) ≥ 0, 
яка, очевидно, є справедливою для всiх x ∈ R, то D(f ) = R. 
Функцiя непарна, ослiльки для будь-якого x ∈ D(x) значення 

—x∈ D (x) i f (− x) = − f (x). Тому графiк функцiї симетричний 
вiдносно початку координат. Функцiя неперiодична, оскiльки, 
наприклад, f (0) = 0, а f (0 + T ) = 0 при будь-якому T > 0. 
Єдина точка перетину графiка функцiї з координатними ося- 
ми – початок координат. При x > 0 функцiя додатня, тото 
графiк функцiї розташований вище осi Ox, а при x < 0 фун- 
кцiя вiд’ємна, тобто графiк функцiї розташований нижче осi 
Ox. При x → +∞ 2x → +0. Це означає, що пряма y = 0 є по- 
хилюю асимптотою графiка функцiї при→x +∞и при цьому 
графiк розташований вище асимптоти. За непранiстю функцiї, 
прям y = 0 є також похилою асимптотою графiка функцiї при 

f (x2) 

y = −x y = x 

2 
1 0 x2 

 
 
 
 

 
1 x3 

 
 
 
 

 
2  x4−1 − 

x 
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1+x2 

  1+x2 = lim   = −1. 

− 
∞ 

π 2 

= 

x → −∞ i при цьоиу графiк функцiї розташований нижче 
асимптоти. Функцiя неперервна в кожнiй точцi. Звiдси, зокре- 
ма, випливає, що вертикальних асимптот графiк функцiї не 
має. Дослiдимо функцiю на диференцiйовнiсть. Маємо 

j 1 
·
 

 
 

2 (1 + x
2
) − 2x · 2x 

 
f (x) =   2 

   2x   
2 = 

(1 + x2 ) 

1 − 
1 − x

2
 

1+x2 

  2  2 

= 2
(1 + x2) |1 − x2| 

=
 1 + x2 

· sign 1 − x (|x| /= 1). 

Для знаходження одностороннiх похiдних в точцi x0 = 1 ско- 
ристаємось правилом Лопiталя i отримаємо 

 

f j (1) = lim arcsin  
2x − arcsin 1 = lim 2 sign (1 − x2)  = 1, 

  

— 
x→1−0 x − 1 x→1−0 1 + x2 

f j (1) = lim arcsin  
2x − arcsin 1 

 

 

2 sign (1 − x
2
) 

+ 
x→1+0 x − 1 x→1+0 1 + x2 

Звiдси випливає, що дана функцiя недиференцiйовна в точцi 
x0    = 1. За непарнiстю, функцiя недиференцiйовна також i в 
точцi  x1 =— 1.  На  iнтервалi−(∞, −1)  похiдна  f  j(x)  <  0,  тобто 
функцiя  спадає, на  iнтервалi −( 1, 1)  похiдна f j(x)  >  0, тоб- 
то функцiя зростає, на iнтервалi (1, + ) похiдна f j(x) < 0, 
тобто функцiя спадає. Отже, критична точка x1 = 1 є то- 
чкою локального мiнiмума, а критична точка x0 = 1 – точкою 
локального максимума. Обчислимо значення функцiї в точцi 
локального максиπмума f(1) = arcsin 1 = π , i, за непарнiстю 

 функцiї, f (−1) = − 
функцiї – вiдрiзок 

мо другу похiдну 

.2 Звiдси отримуємо, що множина значень 
, π . Для дослiдження опуклостi знайде- 

— 
2 2 

 

 
f jj 

 
(x) = 

  −2  j   4x  

1+x2 (1+x2)
2

 

(|x| > 1), 

1+2x2 j 
= 

 
 

(1−+4xx2)2 (|x| < 1). 

q 
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2 

—  

π1 

π 
2 

y 

−1 
0 1 x 

—π 
2 

На  iнтервалi  (−∞ −,    1)  f jj(x)  < 0, тобто функцiя  опукла  до- 
гори, на iнтервалi (−1, 0) f jj(x) > 0, тобто функцiя опукла 
донизу, на iнтервалi (0, 1) f jj(x) < 0, тобто функцiя опукла 

догори, на iнтервалi (1, +∞) f jj(x) > 0, тобто функцiя опу- 
кла донизу. При переходi через точки −1, 0, 1 функц

π
i я змiнює 

 
характер опуклостi. Це означає, що точки −1, − 2 , (0, 0) i 
1, π є точками перегину графiка функцiї. Оскiльки f (0) = 0, 

f j(0)  =  2,  то  пряма  y  =  2x  є  дотич
j
ною  до  гра

j  
фiка  функцiї 

в початку координат. Оскiльки f 
− 

(1)  = 1, f 
+ 

(1) = −1, то 
лiвосторонньою дотичною до графiка в точцi 1, 

π є пряма 
y = π + x − 1, правосторонньою– пряма y = π − x +

2
1. В точцi 

2 2 

, − 1 одностороннi дотичнi знаходимо виходячи з непарно- 
стi функцiї. Використовуючи всю отриману вище iнформацiю, 
будуємо графiк даної функцiї. 

 

3. Провести повне дослiдження побудувати графiк функцiї 
 

1 

f(x) = (x + 2)e x . 

Область визначення даної функцiї D(f ) = R 

 

\{0} . Оскiльки 
f  (—2) =  0, i f  (x) /=  0 при всiх x∈ D(f  ) \ {−2}, то дана фун- 
кцiя є функцiєю загального вигляду i неперiодична. Оскiльки 
0 ∈/ D(f), то графiк функцiї не перетинає вiсь Oy. Єдиною то- 
чкою  перетину  графiка  з  вiссю  Ox  є  точка—(  2,  0).  При  x  >− 2 
функцiя f (x) > 0, тобто графiк розташований вище осi Ox, а 

при x < −2 f (x) < 0, тобто графiк розташований нижче осi 
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1 

1 

1 

2 

− 

Ox. Знаходимо похилi асимптоти 

 lim f (x) 
 

 

 = lim 
 

1 
(x + 2)e x 

 = lim x + 2 · 
 

1 lim 

x→+∞ x x→+∞ x x→+∞ x x →+ ∞ 
e x  = 1 ≡ k, 

 

lim 
x 

(f (x) —kx) = lim (x + 2)e x — x = 
→+∞ x→+∞ 

 
1 1 

= lim 
x→+∞ 

x e x   —1 + 2ex = 

= lim e x1 − 1 
 

1 ≡ b. 

x→+∞ 1 + 2 
x
lim e x  = 1 + 2 = 3 

x 

Це означає, що при →x  + 

→+∞ 

∞похилою асимптотою графiка 
функцiї є пряма y = x + 3. Всi знайденi границi залишуться 
такими ж i при x → −∞ . Це означає, що пряма y = x + 3 є 
також асимптотою графiка функцiї i при x → −∞ . Розташу- 
ваннi графiка функцiї вiдносно асимптоти встановимо нижче, 
виходячи з опуклостi функцiї. Вертикальна асимптота може 
бути хiба що в точцi x = 0. Маємо 

1 

lim f(x) =  lim (x+2)e x  = +∞, lim f(x) = lim (x+2)e x = 0. 
x→0+ x→0+ x→0− x→0− 

Це означає, що пряма x = 0 є вертикальною асимптотою графi- 
ка функцiї. Виходячи з арифметичних властивостей неперерв- 
них функцiй та теореми про неперервнiсть композицiї, отри- 
муємо, що дана функцiя неперервна у всiх точках областi ви- 
значення. Користуючись теоремою про арифметичнi властиво- 
стi диференцiйовних функцiй та теоремою про диференцiйов- 
нiсть композицiї, отримуємо, що дана функцiя диференцiйовна 
у всiх точках областi визначення. Знаходимо похiдну 

 

j 
1 1 1 1 1 2 

f (x) = e x  + (x + 2)e x − 
x2 

= e x 1  −  . 
x  x2 

Оскiльки e x для всiх x ∈ D(f ), то знак похiдної визначається 
знаком виразу 1 − 1 − 2

 . Покладемо t = 
1
 i  розглянемо  ква- 

x x2 x 

дратний тричлен 1 − t − 2t
2
. Його коренi t = −1 i t =  

1
; при 



38  

1 

− 

при x ∈ (−1, 0)∪(0, 2). Це означає, що на iнтервалах (−∞, −1) i 

цьому 1 − t − 2t
2   

> 0 при −1 < t < 
1 

i 1 — t − 2t
2   

< 0 при 
 

t ∈ (−∞, −1) ∪ , +∞ t = 11 , то отримуємо умову 
1 . Оскiльки 

2 x 

−1 < < . Звiдси x ∈ (−∞, −1) ∪ (2, +∞). Далi, умова ∈ 

— ∪1 

x 2 
2

 

(−∞, 1) , +∞ равносильна такiй x ∈ (−1, 0)∪(0, 2) 

. Отж1  е, 

x 

отримуємо, що f j(x) > 0 при x ∈ (−∞, −1)∪(2, +∞) i f j(x) < 0 

(2, +∞) функцiя строго зростає, а на iнтервалах (−1, 0) и (0, 2) – строго спадає. При 
j
цьому точка 1 є то1 чкою строгого локаль- 

ного максимума i f (−1) = 0, f (−1) = , а точка 2 є точкою 

 
e √ 

 
строгого локального мiнiмума i f j , f (2) = 4 e ≈ 6.6. 

 
 
 
 
 
 
 

 

 
(2) = 0 

 

 

 

 

 

 
Оскiльки iснує границя злiва в точцi 0, то можемо визначи- 

2 
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ти кут нахилу, пiд  яким графiк функцiї входить в точку (0, 0) 

 

 

 

злiва. Для цього знайдемо 
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1 
− 

 

 

 

∞ → ∞ 
 

 

 

5 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

lim 
x→0− 

f(x) − f (0−) 
x − 0
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x 

 
 
 

 
 
 
 
 
 
 

 

x3 

x 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 

 

= lim 
x→0− x 

(x + 2)e x 

1 
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x 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

y 
 

e x 

1 
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= 2 lim = 
x→0− x

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

= 2 lim 
y→+∞ e 

y 
= 0. 

Це означає, що вiсь Ox є лiвосторонньою дотичною до графiка 
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функцiї в точцi (0, 0). Дослiдимо опуклiсть. Для цього знахо- 
димо  

 

f jj(x) = e x 

 
1 

x2 1 − 
x1 − 

x22 

1 

+ e 
1 4 

x2 
+ 

x3 
= 

 

 

 

 

 

1 5 4 

x3 
+ 

x4 
. 

 

 

 

 

 

 

= e x 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 

Якщо x > 0, то f jj(x) > 0, i, отже, функцiя опукла дони- 
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зу на (0, + ). Звiдси, зокрема, випливає, що при x + 
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графiк функцiї розташований вище похилої асимптоти. Нехай 
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y 

√ 
4  e 

3 

−3 
−2 −1 0 2 x 

 
 
 
 

 
1/e 

− 

5 

5 5 

e 

5 

графiк функцiї розташований нижче своєї похилої асимпто- 
ти. Якщо ж 

4
 < x < 0, то f jj(x) > 0, тобто функцiя опу- 

5 кла донизу на iнтервалi − 
4
, 0 . При переходi через точку − 

4
 друга похiдна f jj(x) змiнює знак з jj−jj на jj+jj 

 
—

4
 , f − 

4
 

. Тому точка 

є точкою перегину графiка функцiї. Обчислимо 

f − = 
6
e− 4 ≈ 0, 37. 

5 5 

Ви4 користо
5
вуючи тепер всю отриману вище iнформацiю, бу- 

дуємо графiк функцiї. 

 
 
 
 
 
 
 
 

 
Iз отриманої вище iнформацiї, зокрема, випливає, що множи- 

ною значень даної функцiї є множина −∞, 
1 

∪ [4
√

e, +∞). 
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Iндивiдуальнi завдання за темою (iз збiрника задач 
Кузнецов Л.А. Сборник заданий по высшей матема- 
тике (типовые расчеты). 2-е изд., доп. - М.: Высшая 
школа, 1994. — 206 с.) 
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4 

x 

— 
2x 

x− 

Варiант 57 

1. Скласти рiвняння дотичної до кривої y = 
3x−x

2  

в точцi з 

абсцисою x0 = 2. 
Обчислити похiдну 

 
 

2(4x
3 
+ 3x

2 
x 2) 

2. y = √ — − 
.
 

15 1 + x 
 

√ 
3. y = 2x − ln 3 + ex + 2 e

2x + ex + 1 . 

 

4. y = 
√

x ln 
√

x + 
√

x + 1 − 
√ 

− 1. 
 

 

 
5. y 

√ 2 

3 − 
3 

· 

 

sin
2 
3x 

. 

cos 6x 
 

6. y = arctg 
tg x − ctg x

. 

3 
 

7. y = 
1 

(x
2

 
 

 

√ + 8) 2 
x2 

arcsin 
 

 

2 , x > 0. 
 

12 
x − 4 + 

8 x
 

 

 

 
8. y = 

x arcsin x 

 √ − ln 
1 

√   

1 − x2. 

9. Провести повне дослiдження та побудувати графiк фун- 
кцiї y = 

17−x
2 

. 
4 5 

= 
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− 

Варiант 58 
1. Скласти рiвняння дотичної до кривої y = 2x

2 

— 3x 

точцi з абсцисою x0 = 2. 
Обчислити похiдну 

3 
√ 

(2x + 1) 1 + x2 

2. y = 
3x3 

. 

 
3. 

y = e2x 2 + sin 2x − cos 2x
. 

8 
 

√ 
4. y = ln x + 3 + x2 . 

— 1 в 

 
 

 

5. y = 2 − 
1 cos

2 
3x 

9 
· 

sin 6x 

√
x − 2 

6. y = arcsin 
√ .

 

6x 
 

4x + 1 
7. y =  + 

16x2 + 8x + 5 

1 
√ arctg 

2 

4x + 1 
   √  . 

2 

√   
x 1 

− 
4x2 

 8. y = 3 ln 

1 + 
√

1 − 4x2 x2 
.
 

9. Провести повне дослiдження та побудувати графiк фун- 
кцiї y = √x

2+1  . 
4x2−3 

. 
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x 

− 

x2− 

− 

3−4x 

Варiант 59 
1. Скласти рiвняння дотичної до кривої y = x− 

з абсцисою x0 = − 1. 

Обчислити похiдну 

 
2x

3 
в точцi 

 

 

2. y = x
4 

−
 7x

2
 . 

 

 

1 
3. y = 

3 

 

3(x2 − 4) 

ex 3 
arctg . 

2 

4. y = 3
√

x − 4 ln(3 + 
√ 

). 

1 1 
5. y =    + ·  

 
sin

2 
4x 

. 

3 8 cos 8x 
 

6. y = 
2x − 1 √

2 + x x2 + 
9 

arcsin 
2x − 1 

. 

3 8 3 
 

√ 
7. y = 3x − ln 1 + 1 − e

4x − e−2x arcsin e
2x . 

 
√ √ 

8. y = x(2x
2 
+ 3) x2 + 1 + 3 ln x + x2 + 1 . 

 

9. Провести повне дослiдження та побудувати графiк фун- 
кцiї y = x . 

3 4 
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4x+8 

Варiант 60 
√  

 

1. Скласти рiвняння дотичної до кривої y = x
2 
+ 7 

в точцi з абсцисою x0 = 4. 
Обчислити похiдну 

x − 23 

 
 

2x
3 

— 3x − 1 
 2. y = √ . 

3 1 + 4x 
 

1 1 + 2x 

3. y = 
ln 5 

ln 
1 − 2x 

. 

 
x2 

4. y = ln √ . 
1 − 27x3 

 

5. y = 5 − 
1 

16 
·
 

cos
2 
4x 

. 

sin 8x 

 

6. y = arctg 

√ 
 

 

1 + x2 + 1 
. 

x 
 
 

7. √ 

y = 9x2 − 12x + 5 arctg(3x−2)+ln 3x − 2 + 
√    

9x2 − 12x + 5 . 
 

 

 

8. y = x
3 
arcsin x − 

x
2  

+ 2 √   

3 
1 −  2x. 

9. Провести повне дослiдження та побудувати графiк фун- 
кцiї y = 

4x
2+9 . 
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— √ 

− 

– x2 

Варiант 61 √  
 

1. Скласти рiвняння дотичної до кривої y = 2x − 
точцi з абсцисою x0 = 1. 

Обчислити похiдну 

x3  в 

 

 
(1 + x

8
) 
√ 

1 + x8 

2. y =  . 
21x12 

√  
√

 x + 1 − 1 
3. y = 2 ex + 1 ln    . 

ex + 1 + 1 
 

4. y = ln 
√

x + 
√

x − 1 . 

 
7 sin

2 
2x 

5. y = 1 . 
2 cos 4x 

 

 

x
2 
+ 4 

6. y = arccos √  . 
x4 + 16 

√   
   2 √   1 + 2x − x

2 
 

7. y = 
x − 1 2x − 2x − ln 

. 

x − 1 
 

 

8. y = 3 arcsin 
  3  

4x + 1 

√ 
— 2 4x2 + 2x − 2, 4x + 1 > 0. 

9. Провести повне дослiдження та побудувати графiк фун- 
кцiї y = 4x

3 +3x
2 −8x−2 . 

2 3 

e 
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Варiант 6. √
3

 

1. Скласти рiвняння дотичної до кривої y = 
з абсцисою x0 = − 8. 

Обчислити похiдну 

x2 − 2 в точцi 

 

 

2. y = x2 
  √ . 

3 1 − 3x4 

 

2 q 
3. y = (arctg ex)

5
. 

3 
 

4− x
2

 
 

4. y = ln 
4 + x2 

. 
 

 

5. y = 4 − 
7 cos

2  
2x 

. 

4 sin 4x 
 

 
6. y = 

r    
2 

arctg 
3 

3√x − 1 
.
 

3x 
 

x
2 

3 1    

7. y = arcsin 
81 x 

— (x
2
 

81 

√ 
+ 18) x2 − 9, x > 0. 

 

√ √ 
8. y = 1 + x2 arctg x + ln x + 1 + x2 . 

9. Провести повне дослiдження та побудувати графiк фун- 
кцiї y = √x

2 −3 . 
3x2−2 
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x
− 

1+  x 

Варiант 7. 

1. Скласти рiвняння дотичної до кривої y = 

абсцисою x0 = 4. 
Обчислити похiдну 

 
√ 

1− √x в точцi з 

 

√    
(x

2 
− 6) (4 + x2)

3
 

 

2. y = . 
12x3 

 

 

3. y =
 1 

ln e
2x + 1 + 2 arctg ex. 

2 
 

 

4. y = ln
2
(x − cos x). 

 

 

 

5. y = 3 + 
7 sin

2 
7x 

. 

14 cos 14x 
 
 

6. y = 
1 

ln 
x − 1 

— 
1
 

4 x + 1 2 
arcctg x. 

 

 

1 7. y = 3x 
− 

1 1 
·
 

 
 

3x − 1 
.
 

√ arctg 
2 

 
  2  

   √ − 
2 

 

√ 

 

3 3x2 − 2x + 1 

8. y = 2 arcsin — 
3x + 4 

 
 

9x2 + 24x + 12, 3x + 4 > 0. 

9. Провести повне дослiдження та побудувати графiк фун- 
кцiї y = 

2x
2−6 . 

2 
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– x2 

Варiант 8. √   
1. Скласти рiвняння дотичної до кривої y = 8 4 x− 7 в точцi 

з абсцисою x0 = 16. 
Обчислити похiдну 

2 
√    

 
2. y = 

(x − 8) 

9x3 

x2 − 8 

. 

 

3. y = ln (ex + 1) − 
18e

2x + 27ex + 11 
. 

6 (ex + 1)
3

 

 
 

4. y = ln
3
(1 − cos x). 

 

 

 

1 
5. y = 2 +    

16 

cos
2  
8x 

. 

sin 16x 
 

1 √    
r 

 x − 1 
6. y = (x − 4) 

2 
8x − x2 − 7 + 9 arccos . 

6 
 

√ 
7. y = 3x − ln 1 + 1 − e

6x  + e−3x arcsin e
3x . 

 
√ √ 

8. y = x 2x
2 
+ 1 x2 + 1 + ln x + x2 + 1 . 

 
9. Провести повне дослiдження та побудувати графiк фун- 

кцiї y = 2x
3 +2x

2 −3x−1 . 
2 4 

· 
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– x2 

Варiант 65 
1. Скласти рiвняння дотичної до кривої y = 2x

2 

− 
точцi з абсцисою x0 = 1. 

Обчислити похiдну 

 
3x + 2 в 

 

 
2. y = 

3 + 4x
2

 

  √ . 

x 3 (2 + x3)
2
 

2 
√ 

x 
√ 

x
 

3. y = 

 

 
4 

  2 − 1 + arctg 2 − 1 
.
 

ln 2 

 
x2 

 

. y = ln 
1 + x2 . 

 

 

 
5. y = 41 + 

1 sin
2 
6x 

6 
· 

cos 12x 
 

 

6. y = 
(1 + x) arctg 

√
x 

x2 − 

 

1 
  √ . 

3x x 
 

7. 

y = ln  4x − 1 + 
√    

16x2 − 8x + 2 + 

 
√ 

√     

16x2 − 8x + 2 arctg(4x−1). 

 
√   

1 + x2 
 

8. y = ln x + x2 + 1 + 
x 

. 
 

9. Провести повне дослiдження та побудувати графiк фун- 
кцiї y = x

3−5x . 
5 3 

. 
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x2 

— √ 

x
− 

, 

Варiант 66. 

1. Скласти рiвняння дотичної до кривої y = x
2−3x+5 в точцi 

з абсцисою x0 = 3. 
Обчислити похiдну 

 
‚   

. 
3 

2. y = 

3 2 

2 + x 4 

3 . 
 

 

x2 

1 + ex − 1 
3. y = 2(x − 2) 1 + ex 4 ln    . 

1 + ex + 1 
 

4. y = ln tg 
π

 

4 

— 
x 

. 

2 
 
 

1 
5. y = 2 +    

20 

cos
2 
10x 

. 

sin 20x 

 

x
3
 2 + x

2 √   

6. y = arccos x + 
3 9 

√   

1 − 2x 

7. y = ln 
1 + 2

 −x − x2   4 √   

 

 

 
8. y = 

2x + 1 
 

√   
1 − 3x − 2x2 − 

— 
2x + 1 

3 
  √ arcsin 

— 2x 

 
4x + 3 
  √ . 

2 2 17 

9. Провести повне дослiдження та побудувати графiк фун- 
кцiї y = x

2−6x+4 . 
3 2 

√   

· 

√ 
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3 

√ − 

4 + 1 + 

Варiант 11. 

1. Скласти рiвняння дотичної до кривої y = 

точцi з абсцисою x0 = 64. 
Обчислити похiдну 

√
x − 5

√
x в 

 
 

 

2. y = 
x

6 
+ x

3 
3 

√ − 
.
 

1 − x3 

3. y = 

 

e
3x(sin 2x + 2 cos 2x) 

. 

5 
 

 
4. y = ln 

r   

4    1 − 2x
.
 

1 + 2x 
 

 

1 1 
5. y =    + · 

 
 

sin
2 
10x 

. 

3 10 cos 20x 
 

1 
6. y = 

2 x 

1 + x 
arctg √x. 

2x 
 

7. 

y = (2x+3)
4 
arcsin   1 

− 
2 √   

(4x
2
+12x+11) x2 + 3x + 2, 2x+3 > 0. 

2x + 3 3 
 

8. y = 
√

(4 + x)(1 + x) − 3 ln 
√ 

x + 
√ 

x . 

9. Провести повне дослiдження та побудувати графiк фун- 
кцiї y = √2−x

2 

. 
9x2−4 
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x3+2 

x2

− 

Варiант 68. 

1. Скласти рiвняння дотичної до кривої y = x
3−2 в точцi з 

абсцисою x0 = 2. 
Обчислити похiдну 

2 
√ 

(x 2) 4 + x2 
 

2. y =   − 
.
 

6x3 
 

 

3. y = 
ex(2 sin 2x + cos 2x) 

.
 

5 

√ 
1 x + 2 

4. y = x + √ ln  √ +     3. 
2  x −  2 

 
 

1 1 
5. y =    + · 

 
 

cos
2 
12x 

. 

2 24 sin 24x 
 

 
6. y = 

3 + x √   
r

x 
x(2 − x) − 3 arccos . 

2 2 
 
 

x + 2 
7. y =     

x2 + 4x + 6 

√ 
x2 − x + 1 

1 
√ arctg 

2 
 

√   

x + 2 
  √   . 

2 
 

2x − 1 

8. y = ln x — 3 arctg 
√ .

 

3 
9. Провести повне дослiдження та побудувати графiк фун- 

кцiї y = 
4x

3−3x . 
4 1 

− 
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2x+1 

3 

Варiант 69. 
1. Скласти рiвняння дотичної до кривої y = 2x

2 

− 
з абсцисою x0 = − 1. 

Обчислити похiдну 

 
3 в точцi 

 
 

 

2. y = 
1 + x

2
 

  √ . 

3 1 + 2x2 

 

3. y = e
5x 

1
 

2 

— cos 3x + 2 sin 3x 
.
 

2 
 

4. y = ln sin 
2x + 4 

. 

x − 1 
 

 

5. y = 25 + 
1 sin

2 
5x 

5 
· 

cos 10x 
 
 

 

6. y = 
4 + x

4 
x

2 
4 

x3 arctg 
2  

− 
x
. 

√ 
7. y = 5x − ln 1 + 1 − e

10x  + e−5x arcsin e
5x . 

1 x
4

 — x
2

 

√    
+ 1 1  3 

8. y = ln       
12 

(x2 + 1)
2
 

+
 
2
√ arctg 

2x2 − 1 
. 

9. Провести повне дослiдження та побудувати графiк фун- 
кцiї y = 

3x
2−7 . 

. 
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x4+1 

x2

− 

Варiант 70. 

1. Скласти рiвняння дотичної до кривої y = x
2+5 в точцi з 

абсцисою x0 = 1. 
Обчислити похiдну 

√   

2. 
x + 1(3x − 2) 

.
 

4x2 
 

 
3. y = x + 

1 

1 + ex 

 
+ ln (1 + ex) . 

 

 

4. y = log16 log5 ctg x. 
 

 

 

5. y = 11 + 
13 cos

2  
14x 

. 

28 sin 28x 
 

 
6. y = arcsin 

x  √    

x + 1 
+ arcctg x. 

 

√ √ 
7.  y = x2 − 8x + 17 arctg(x−4)+ln x − 4 + x2 − 8x + 17 . 

 

 
 

 

8. y = 4 arcsin 
  4  

2x + 3 

√ 
— 4x2 + 12x − 7, 2x + 3 > 0. 

9. Провести повне дослiдження та побудувати графiк фун- 
кцiї y = x

2+16   . 
9 8 

r 
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x 

– x2 

Варiант 71. 

1. Скласти рiвняння дотичної до кривої y = 2x + 
3 
в точцi 

з абсцисою x0 = 1. 
Обчислити похiдну 

 
 

2. y = 

 

√(1 + x2)
3
 

2x3 
.
 

 

√     
x 

3. y = x − 3 ln 1 + e 6 1 + e  3  − 3 arcctg e  .6 
 

 

 

4. y = log4 log2 ctg x. 
 

 

 

5. y = 27 + 
7 sin

2  
15x 

. 

15 cos 30x 
 

1
r 

1 arccos x 

6. y = 
 

  

2 x2 
— 1 + 

2x2 .
 

 

 
7. y = ln 

√   
1 + −3 + 4x − x2 

2 − x 
−
 

   2 √ 

2 − x 

 
—3 + 4x − x

2. 

 

 
8. y = 2 arcsin 

  2  

3x + 1 

√ 
— 9x2 + 6x − 3, 3x + 1 > 0. 

9. Провести повне дослiдження та побудувати графiк фун- 
кцiї y = x

3+3x
2 −2x−2 . 

2 3 

x x 
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3(x4+1) 

− 

x 

7x+9 

Варiант 72. 

1. Скласти рiвняння дотичної до кривої y = −3(x
8+2) 

в точцi 

з абсцисою x0 = 1. 
Обчислити похiдну 

 
 

 

2. y = 
x

6 
+ 8x

3 
+ 128 

  √ . 

8 − x3 

 

3. y = x − 
8 

  x . 
 

 

1 + e 4 

 

4. y = x · cos ln x − sin ln x
.
 

2 
 
 

5. y = 33 + 
15 cos

2  
16x 

. 

32 sin 32x 
 

√      
   x 

6. y = 6 arcsin 
2 

 

7. 

6 + x √ 
+ x(4 x). 

2 

y = (3x
2
−4x+2) 

√     

9x2 − 12x + 3−(3x−2)
4 

arcsin 
  1  

3x − 2 
, 3x−2 > 0. 

 

8. y = (2 + 3x)
√

x − 1 + 
3 

arctg 
√  

− 1. 

2 

9. Провести повне дослiдження та побудувати графiк фун- 
кцiї y = 

21−x
2 

. 
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x4+2 

x2

− 

Варiант 73. 

1. Скласти рiвняння дотичної до кривої y = x
5+1 в точцi з 

абсцисою x0 = 1. 
Обчислити похiдну 

 

2. y = 

 
√ 

2x + 3(x + 2) 

x2 
. 

 

√ 
3. y = ln  ex + e

2x − 1 − arcsin e−x. 
 

 

 

4. y = ln cos 
2x + 5 

. 

x + 1 

 

5. y = 15 + 
27 sin 17x 

.
 

17 cos 34x 

 

x − 3√  
r 
x     

6. y = 6x − x2 − 8 − arcsin 
2 2 

— 1. 

 

 

1 7. y = x 
− 

1   x − 1 
.
 

√ arctg 
2 

  √  − 
2 

x2 − 2x + 3 

 

 

8. y = 
1 √  √     

3 
(x − 2) x + 1 − ln x + 1 + 1 . 

9. Провести повне дослiдження та побудувати графiк фун- 
кцiї y =  

2x
2 −1 . 

2 
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1+5x2 

– x2 

x 

Варiант 74. 

1. Скласти рiвняння дотичної до кривої y = x
16+9 в точцi з 

абсцисою x0 = 1. 
Обчислити похiдну 

r 1 

2. y = (1 − x
2
) 

4 x3 + .
 

 
√ 

3. y = x − e−x arcsin ex + ln 1 + 1 − e
2x . 

 

4. y = ln lg ctg x. 
 

 

 

5. y = 43 − 
31 cos

2  
18x 

. 

36 sin 36x 
 

 

6. y = 
(1 + x) arctg 

√
x + 

√
x 

. 
x 

 
 

√ 
7. y = ln e

5x + e
10x − 1 − arcsin e−5x. 

 
√   

√ 1 x2 + 1 
− 

x 
 

 8. y = x2 + 1 + ln √  . 
2 x2 + 1 + 1 

9. Провести повне дослiдження та побудувати графiк фун- 
кцiї y =  2x

3 −3x
2 −2x+1 . 

1 3 
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√ 

x
− 

− 
x 

Варiант 19. √ √   

1. Скласти рiвняння дотичної до кривої y = 2 ( 3 x − 
в точцi з абсцисою x0 = 1. 

Обчислити похiдну 

2 x) 

2 
√    

 
2. y = 

(2x + 5) 
 

9x3 

x2 − 3 

. 

 

3. y = x − ln (1 + e x) − 2e 

 

x x x   2 

2  arctg e 2   + arctg e 2 

 

 

 

4. y = log3 
1 

√ . 

1 − x4 

 

5. y = 13 + 

 
√   

23 sin
2  

19x 
. 

19 cos 38x 

 
√  2 

6. y =
 2 1 − x arcsin x  

. 
x 

 

7y.= ln  2x − 3 + 
√  

x2  − 12x + 10 
√  

x2  − 12x + 10 arctg(2x−3). 
4  4  

− 
 

 

8. y = ln 

r 
3    x − 1  + 

1 1 

 

  1  
+ arctg x. 

x + 1 2 2 x2 − 1 

9. Провести повне дослiдження та побудувати графiк фун- 
кцiї y = x

2−11 . 
4 3 

− . 
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 3x+2 

√ 

Варiант 76. 

1. Скласти рiвняння дотичної до кривої y = 
2 

в точцi з 

абсцисою x0 = 2. 
Обчислити похiдну 

 

 
2. y = 

x + 1 
  √ . 

(x2 + 5) x2 + 5 
 

e(x3) 

3. y = . 

1 − x3 

 

1 √ 4. y = 
 2 

x . 

√ ln 2 tg x + 
3 

1 + 2 tg 

 
 

1 
5. y = 5 +    

40 

cos
2 
20x 

. 

sin 40x 
 

 
6. y = 

√    
5x − 4 − x2 − 

 

9 
arcsin 

r 
x − 1 

.
 

4 4 3 
 

√ 
1 + −3 − 4x − x2   2 √   

7. y = ln 
−x − 2 

+ 
x + 2 

— 23 

 

8. y = x ln 
√

1 − x + 
√

 x − 
1 

(arcsin x − x). 
2 

9. Провести повне дослiдження та побудувати графiк фун- 
кцiї y =  

2x
2 −9 . 

x2−1 

· 

2x − 5 

1 + 
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x2+1 

−x
2 

Варiант 77. 

1. Скласти рiвняння дотичної до кривої y = 
2x  в точцi з 

абсцисою x0 =− 2. 
Обчислити похiдну 

√   

 
2. y = 

(2x − 1) 

x2 

x2 − x 

. 

 

 

3. y = 36 arctg 7e
4x . 

 

 

√ 
4. y = ln arcsin 1 + e

2x. 
 

 

 

5. y = 4 − 
sin

2 
21x 

. 

21 cos 42x 
 

 

 
6. y = arctg x + 

5 x
2 
+ 4 

ln . 

 

7. 
y = 

2 
(4x

2 −4x+3) 
√

 
 

 

6 
 
 2 — x−(2x−1) 

x2 + 1 

 
1 4 

 

3 
x arcsin 

2x − 1 
, 2x−1 > 0. 

√  ln x  

8. y = arctg x2 − 1 + √  . 
x2 − 1 

9. Провести повне дослiдження та побудувати графiк фун- 
кцiї y =  x

3 −2x
2 −3x+2 . 

1 
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4 

−  

2x+1 

Варiант 78. 

1. Скласти рiвняння дотичної до кривої y = x
2−3x+3  в точцi 

з абсцисою x0 = 3. 
Обчислити похiдну  

s 
1 + 

√
x 

2. y = 3
 

 
√3 √

3
 

 
 

1 − 
√

x
.
 

√     
 

 

3. y = 3e x x2 − 2 3  x + 3 . 
 

 

√ 
4. y = ln arccos 1 + e

4x. 
 

 

 

1 
5. y = 13 +     

44 

cos
2 
22x 

. 

sin 44x 

 

 
6. y = arcsin 

  x 1  
√ . 

 
7. y =

 2x − 1  

(x − 2) 2 

 
1 2x 

− 
1 

4x2 − 4x + 3 √ arctg 
2 

   √  . 
2 

 

 

8. y = 3 arcsin 
   3  

x + 2 

√ 
— x2 + 4x − 5. 

9. Провести повне дослiдження та побудувати графiк фун- 
кцiї y = x

2+2x−1 . 

· 

− 
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x2+1 

x 2x x 

x2

− 

Варiант 79. 

1. Скласти рiвняння дотичної до кривої y = 
2x−1 

в точцi з 

абсцисою x0 = 1. 
Обчислити похiдну 

 
 

2. y = 
1 

  √ . 

(x − 2) x2 + 4x + 5 

√ 
1 + e + e + e − 1 

3. y = ln √
1 + ex + e

2x + ex + 1 
.
 

√ 
4. y = ln x + 4 − x2 . 

 

 

 

5. y = 
1 sin

2   
23x 

3 
− 

23 cos 46x 
 

√ √ 
6. y = 1 − x2 + x arcsin 1 − x2. 

 
√ 

7. y = arcsin e−4x + ln e
4x + e

8x + 1 . 
 

 

 

8. y = 

 
√    

(3 − x)(2 + x) − 5 arcsin 

r 
x + 2 

.
 

5 

9. Провести повне дослiдження та побудувати графiк фун- 
кцiї y =  x

3 −x
2 −3x−1 . 

2 2 

. 
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+ 

x+4 

− 

x + 

Варiант 24. √ √   
1. Скласти рiвняння дотичної до кривої y = − 2 ( 5 x + 3 x) 

в точцi з абсцисою x0 = 1. 
Обчислити похiдну 

 

√   

2. y = 3 

3  
x2 + x 1 

. 

x + 1 
 

3. y = e
sin x x 

  1  
. 

cos x 
 

√  √    
x2 + 1 

− 
x 2 

4. y = ln √  √ . 

x2 + 1 + x 2 
 

1 
5. y = 33 +     

48 

cos
2 
24x 

. 

sin 48x 

6. y = 
√   

 
1 √     

arctg x − 
8 

√
x 

arctg . 
3 3 2 

 

7. y = ln 5x + 
√

25x2 + 1 + 
√

25x2 + 1 arctg 5x. 

 

8. y = x(arcsin x)
2 
+ 2

√
1 − x2 arcsin x + 2x. 

9. Провести повне дослiдження та побудувати графiк фун- 
кцiї y = x

2+6x+9 . 

· 
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3+x2 

Варiант 25. 

1. Скласти рiвняння дотичної до кривої y = 
2+3x

2    
в точцi з 

абсцисою x0 = 1. 
Обчислити похiдну 

 
s
 x + 1 

2. y = 3 5 (x − 1)
2
 

 

 

3. y = e
x

 

2 
(x

2 
— 1) cos x − (x − 1) 2 sin x . 

 

 

  1 
arcsin √

x 
. 

 

 

5. y = 2 − 
sin

2 
25x 

. 

25 cos 50x 

√ 
1 + x 

6. y = arctg 
1 + 

√
x
. 

 

  2 √   
√ 

 1 + −3 + 12x − 9x2 

7. y = 
3x − 2 — 23 + 12x 

√   

1 − x2 

. 

3x − 2 

8. y = 
x 

− arcsin x. 

9. Провести повне дослiдження та побудувати графiк фун- 
кцiї y =  

3x
2 −10 . 

4x2−1 

. 

4. y = ln 
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— 

1 

Варiант 82. 
√  √  

 

1. Скласти рiвняння дотичної до кривої y = 14 

в точцi з абсцисою x0 = 1. 
Обчислити похiдну 

 

2. y =  √
 x − 7         

6 x2 + 2x + 7 

 
3. y = arctg ex + e−x . 

 

√
4. y = ln ex  −  + e

2x  . 

x−15 5 x+2 

 

 
 

1 
5. y = 3 +    

52 

cos
2 
26x 

. 

sin 52x 

 

6. y = (2x
2  

+ 6x + 5) arctg 
x + 1

 

x + 2 

 

+ x. 

 

7. 

y = (3x+1)
4 
arcsin

 1  
(3x

2
+2x+1) 

3x + 1 

√9x2 + 6x, 3x+1 > 0. 

 

 
8. y = x

2  
arccos x + 

x
2  

+ 2 √   

3 
1 − 2x 

9. Провести повне дослiдження та побудувати графiк фун- 
кцiї y =  

3x
2 −10 . 

4x2−1 

. 

· 
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x2

− 

x 

x 

Варiант 83. 
√  √  

 
1. Скласти рiвняння дотичної до кривої y = 3 3 x − x в 

точцi з абсцисою x0 = 1. 
Обчислити похiдну 

 

√    

2. y = 
 x x − 1 

.
 

x
2
 + x + 1 

 

3. y = 3e 
√3  x 

√
3  
x5  − 5

√
3  
x4  + 20x − 60

√
3  
x2  − 120

√
3  x − 120 . 

√    
5 − tg x 

4. y = ln √ 
2
 

5 + tg 2 

5. y = 7 − 

 

sin
2 
27x 

. 

27 cos 54x 
 

 
6. y = 

x 
√ arcsin 2x − 

 

1 2 
ln(1 − 4x ). 

 

 

2 1 − 4x2 8 

7. y = 
1 

√ arctg 
2 

 

2x + 1 
   √ − 

2 

 

2x + 1 

4x2 + 4x + 3 
.
 

√   
x2 + 2 1 

√ √   
2 + x2 + 2 

8. y = 
x2 + √  ln . 

2 

9. Провести повне дослiдження та побудувати графiк фун- 
кцiї y = 2x

3 +2x
2 −9x−3 . 

2 3 

. 
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3 

– x 

2 

− 
√ . 

√    

Варiант 84. 

1. Скласти рiвняння дотичної до кривої y = 
2x−3x

3 

в точцi 

з абсцисою x0 = 1. 
Обчислити похiдну 

 

 

2. y = 
x 2

 

2 1 − x4 

 

e−3x 

3. y = − 
3 sin3 x

. 

lg x 
4. y = ln . 

sin 
1
 

x 
 

 
5. y = 5 + 

 

1 

cos
2 
28x 

. 

56 sin 56x 
 

x
2 

1 x
3 

√
 

6. y = 2x
2 

— x + arctg √−        3 — √ 

2 x 3 
+ x. 

2 3 2 
 

√ 
7. y = ln e

3x + e
6x − 1  − arcsin e−3x. 

 

 

 

8. y = 
x 

(10 − x
2
) 4 − x2 − 6 arcsin 

x
. 

4 2 

9. Провести повне дослiдження та побудувати графiк фун- 
кцiї y = 

3x
2−10 . 
3 2 
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12 

√  

4x+3 

Варiант 85. 

1. Скласти рiвняння дотичної до кривої y = x
2 

+ 3 в точцi 

з абсцисою x0 = 2. 
Обчислити похiдну 

 
r 

2. y = (x 
− 

3) 

 
2x − 1 

.
 

2x + 7 
 

√ 
3. y = arcsin e−x + 1 − e

2x. 

 

4. y = ln cos  1 +
 1 

. 
x 

 

 

 
5. y = 3 − 

sin
2 
29x 

. 

29 cos 58x 
 

√ 
√  

√

 
6. y = x + 2 x + 2  arctg 

x
 

x + 2 
+ x. 

 

√ √ 
7. y = 49x2 + 1 arctg 7x + ln 7x + 49x2 + 1 . 

 

 
 

 

8. y = arcsin 
  1  

2x + 3 

√ 
— 2 x2 + 3x + 2, 2x + 3 > 0. 

9. Провести повне дослiдження та побудувати графiк фун- 
кцiї y =  −x

2 −4x+13 . 
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4 

− 

x 

− 

Варiант 86. 

1. Скласти рiвняння дотичної до кривої y = x
2−2x−5 в точцi 

з абсцисою x0 = 4. 
Обчислити похiдну 

 

2. y = 

 
3x 

√
x 

√ − 
. 

x2 + 2 
 

3. y = 
1 

e−x
2 

(x
4  
+ 2x

2  
+ 3). 

2 

 
4. y = ln ln

2 
ln

3 
x. 

 

 

 

5. y = 5 + 

 
√   

cos
2 
30x 

. 

60 sin 60x 

√ 2 √    

6. y = 1 + 2x 
−

 x2 arcsin + 

1 + x 
2 ln(1 + x). 

 

1 √   
√   

1 + 1 + 4x2 

7. y = 
x

 

 
8. 

1 
2
4x . 

2x 

 
r
 x  √ √    

y = x arcsin   — 

x + 1 
x − arctg x. 

9. Провести повне дослiдження та побудувати графiк фун- 
кцiї y =  −

8−x
2  

. 
x2−4 
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— 

x2

− 

Варiант 87. √  √ 
x 

 
 

1. Скласти рiвняння дотичної до кривої y = 6 3 x − 16 
точцi з абсцисою x0 = 1. 

Обчислити похiдну 
 

 

2. y = 
3x

6 
+ 4x

4 
x

2
 

√ 
— 3

.
 

15 1 + x2 
 
 

e(x2) 

3. y = . 

1 − x2 
 

 

4. y = ln
2 
ln ln

3 
x. 

 

 

 

5. y = 31 − 
sin

2 
31x 

. 

31 cos 62x 

 
tg x — 1 

.
 

 6. y = arctg 2 
2 

 

√ 
7. y = arcsin e−2x − ln  e

2x + e
4x − 1 . 

 
arcsin x 1 1 − x 

8. y = √ 
1 − x2 

−
 

ln . 
2 1 + x 

9. Провести повне дослiдження та побудувати графiк фун- 
кцiї y =  

9−10x
2   

. 
4 1 

в 
2 


